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二维符号动力学与细胞自动机

摘 要

John von Neumann在1950年代提出的细胞自动机是一种时间、空间与状态

都离散的数学模型. 在型态表现上,每个细胞自动机都是一个离散型的动力系统.

通过设计不同的局部规则,细胞自动机可以展现无限的多样性和复杂性,产生复

杂的动态交互和自我复制现象.即使是最简单的初等细胞自动机,不仅具有丰富

的动力学行为,又具有适合超大规模集成电路上实现的并行信息处理结构. 细胞

自动机自产生以来,就被广泛运用于社会学、经济学、军事学和自然科学等不同

领域的研究.特别地,它为动力学系统理论中有关秩序、紊动、混沌、非对称、

分形等系统整体行为与复杂现象的研究提供了一个有效的模型工具.

符号动力学是研究动力系统动力学行为的一个重要工具. 近些年来,在生物

学、化学、工程和物理学等研究领域提出的众多实际模型中,人们发现在刻画其

复杂性时往往要涉及高维符号动力系统的理论与方法,特别是二维的. 对于同一

符号空间下不同的连续映射,如果能找到同胚映射使其能建立拓扑共扼关系则可

实现这些映射的拓扑共扼分类,属于同一类下的不同映射具有相同的动力学性

质,可以看作是同一个系统.

本文首先证明了二维符号空间上定义的8种移位映射是拓扑共轭的,进一步

得到了二维符号动力系统与一维符号动力系统的拓扑半共轭关系.由此,第3章考

虑了具有Neumann邻域和状态集为{0, 1}的二维细胞自动机的拓扑共轭分类. 本

章将二维细胞自动机与二维符号空间建立联系,定义了225
= 4294967296个全局
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摘 要

映射,并利用四个同胚映射实现了所有全局映射的拓扑共轭分类,同时把此分类

过程进行了程序化设计.本文认为上述分类所得的共轭类数目是最小的. 第4章则

讨论了全局映射的动力学性质. 本章首先从符号动力学的角度分析了初等细胞自

动机规则18和56的复杂行为.随后,建立了二维细胞自动机与初等细胞自动机之

间的拓扑半共轭关系,并通过两个半共轭映射得到了24个二维普适细胞自动机规

则.同时,给出了它们的数字模拟结果,发现其演化情况与著名的“生命游戏”大不

相同.本文的最后一章对全文作了总结,展望进一步研究前景.

关键词：细胞自动机;二维符号动力学;普适性;拓扑共轭; Neumann邻域;全局

映射
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TWO-DIMENSIONAL SYMBOLIC DYNAMICS AND

CELLULAR AUTOMATA

ABSTRACT

Cellular automata (CA), introduced by John von Neumann in 1950s, are mathe-

matical models in which time, space and state are discrete. In the representation of

patterns, cellular automata are discrete dynamical systems. Trough different local rules

designed, cellular automata exhibit all kinds of varieties and complexities, and produce

complicated phenomena of dynamic interaction and self-duplicating. Even elementary

cellular automata (ECA) with very simple local rules have rich dynamical behaviors

and have parallel information process structures that are suitable to being realized in

VLSI. Since cellular automata came into being, they have been widely applied in the

research of sociology, economics, strategics, science, etc. Especially, cellular automata

provide an effective model for studying the global behaviors and complex phenomena

in the theory of dynamical system, such as ordering, turbulence, chaos, asymmetry,

fractality, etc.

Symbolic dynamics is an important tool for mathematical analysis. In recent

decades, an investigation of the complexity of the models, e.g., those proposed in the

research of biology, chemology, engineering, physics, has always related to the theory

and methods of high dimensional symbolic dynamics, particularly two-dimensional.

For different continuous maps under the same symbolic space, if the homomorphisms

can been found to establish the relationship of topological conjugacy, then these con-
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ABSTRACT

tinuous maps can been classified. Different maps belonging to the same equivalence

class have qualitatively the same dynamics and can be viewed as one system.

Firstly, this paper rigorously proves that 8 shift maps defined on the two-dimensional

symbolic space are topologically conjugate. In addition, it is shown that one-dimensional

symbolic dynamics and two-dimensional symbolic dynamics are semi-topologically

conjugate. Based on this work, Chapter 3 studies the topological conjugacy classifica-

tion of global maps of two-dimensional binary cellular automata (2D CA) with Neu-

mann neighborhood. In this chapter, 225
= 4294967296 global maps corresponding to

local rules of two-dimensional binary cellular automata are defined in two-dimensional

symbolic space. By employing four homeomorphisms, all global maps are classified

with the perspective of topological conjugacy. Meanwhile, an algorithm is developed

to implement this classification, and it is pointed that the number of equivalence classes

obtained in this paper is minimal. Chapter 4 discusses the dynamics of global maps

of cellular automata. In this chapter, the complex dynamical behaviors of elementary

cellular automata rules 18 and 56 are characterized in the bi-infinite symbolic sequence

space. Then, the semi-topological conjugacy between the two-dimensional binary cel-

lular automata and elementary cellular automata is established, and 24 universal two-

dimensional binary cellular automata local rules are found via this relationship. Fur-

thermore, some numerical simulations of universal local rules are given, which are

different from those of the well-known “game of life”. Finally, Chapter 5 makes a brief

summary on this thesis, and prospects for future studies.

KEY WORDS: Cellular Automata (CA); Two-Dimensional Symbolic Dynamics;

Universality; Topological Conjugacy; Neumann Neighborhood; Global Map
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1 绪论

1.1 符号动力学的研究背景

1.1.1 符号动力学发展的简要回顾

符号动力学是研究符号动力系统的学科.这种系统的状态均可表示为有限个
符号组成的无穷序列,而由任一状态点引出的运动轨道可由表示该状态的无穷序
列通过简单的移位规则来确定. 许多复杂动态系统均可经过变换等价于这种系
统,从而可通过对比较简单的符号动力系统的分析来研究一般动力系统的行为.
这种方法在计算机科学、物理学、密码学、通讯工程等领域有着广泛应用,特别
在混沌等复杂行为研究中占有重要地位.

符号动力学起源于动力系统的抽象拓扑理论研究.早在1898年, Hadamard就
将符号动力学技巧用于负曲率曲面上的测地线的研究[1]. 1921年, Morse首先注意
到符号动力学在动力系统研究中的重要性[2]. 1927-1935年, Birkhoff开始应用符
号动力学方法研究动力系统[3]. 1938年, Morse和Hedlund发表了研究动力系统拓
扑理论的论文,题目就称为《符号动力学》[4],这代表了符号动力学作为一个独
立学科的诞生. 而后, Levinson用符号动力学方法和思想研究了受迫VanderPol振
动方程, 以致后来促使Smale获得了构造马蹄映射的灵感[5]. 1960年代到1970年
代, Smale、 Bowen、 Rulle和Sinai等人在微分动力系统和遍历理论方面发展了
符号动力学理论.同时, Metroplic、 M.Stein和P.Stein等人开始将符号动力学实用
化[6]. 然而,在一些实际模型(如细胞自动机和细胞神经网络)的深入研究中发现由
一维无穷序列构成的符号空间有着局限性[7]. 于是,符号动力系统的研究进一步
向高维延伸与发展.此间, Berger、 Kastelyn和R.M.Robinson等人探讨了有关高维
符号动力系统的几个问题,尤其是有限型子移位拓扑熵的可计算性[8−10]. 随后,
Milnor和Thurston于1977年完成了讨论一维映射符号动力学的长篇预印本《揉捏
理论》,但过了十多年才正式发表[11]. 另外, Guckenheimer、 Collet和Eckmann等
也着重从数学方面详尽地讨论了一维映射的符号动力学.

在1980年代, 由于混沌理论热潮的兴起, 使符号动力学有了用武之地, 同时
也使其得到了迅速发展. 1981年, J.Ford为一篇关于符号动力学的纯数学综述文
章写了序言[12], 强调了符号动力学方法对物理学基础研究的重要意义. 随后,
Silnikov等人用符号动力学方法讨论了著名的Lorenz方程[13]. 同样,国内外众多数
学、物理学家在符号动力系统的理论、应用和表示等多个领域作了富有成效的

研究和探索,取得了一系列重要的成果[14−17]. 例如,对于有限基数的一维符号空

1



1 绪论

间上的有限型子移位的研究已有很大进展,有的学者把有限基数扩大到无穷基
数,并讨论了无穷基数的一维符号空间上的有限型子移位的混沌性状.与此同时,
随着越来越多来自生物学、化学、工程和物理学等领域的数学模型的出现,人们
发现在分析它们的动力学行为时往往要涉及高维符号动力系统的理论与方法,这
极大地促使了高维符号动力学自身理论的不断发展与完善[18−21]. 总之,由于符号
动力系统在混沌理论研究和各种数学模型复杂性分析中的重要作用和特殊地位,
在作为研究工具的同时, 符号动力学自身的理论和方法也得到不断的丰富和发
展.

1.1.2 二维符号动力学的研究现状

一维符号动力学的相关概念可以非常自然地拓展到高维符号动力学,当然首
先是二维的. 在二维符号动力系统中,符号空间中的元素为双边无穷的矩阵,而
非双边无穷的序列, 这种系统更接近于铺砖式分片系统(tiling systems)和统计力
学(statistical mechanics)[22]. 近些年来, 在研究众多数学模型中, 人们发现在讨论
其复杂性时经常要借助于符号动力系统的有限型子移位的思想与方法. 在一维
符号动力系统中,有限型子移位得到了较系统的研究,有着完整的结果和广泛的
应用[15, 23−25]. 例如:强和弱拓扑混合性是一致的;拓扑熵等于其转移方阵的谱半
径; 拓扑混合性蕴涵着正拓扑熵和混沌等等. 然而,上述问题在高维的情况下变
得异常困难,远比一维符号动力系统的情况要复杂与艰难.例如,在二维符号动力
系统中, 由两个转移方阵决定的有限型子移位是否为空集的问题都是不可确定
的(undecidable)[21].

从1990年代以来, 众多学者在二维符号动力系统的理论和应用等多个领域
作了富有成效的研究和探索,取得了一系列重要的成果[26−29]. 在大量的研究中,
一个基本的问题是如何计算或估计有限型子移位的拓扑熵. 首先,文[10]拓展了
拓扑熵的概念, 将二维有限型子移位的拓扑熵定义为 ent(X) = lim

n→∞
log |Bn(X)|

n2 ,

其中|Bn(X)|为子移位X的n阶方阵的基数, 并证明了此拓扑熵也为拓扑共轭不
变量. 然而对任意二维有限型子移位,要计算其拓扑熵非常困难.在众多由实际
模型产生的二维有限型子移位中, 文[30]得到了精确的冰模型(ice model)的拓扑
熵. 2005年,文[27]在二维有限型子移位上引进了系统结构(systematic scheme),即
两个第n次转移方阵An和Bn, 这使得拓扑熵的计算转化为计算An或Bn最大特征

值的增长率. 同时还有许多关于拓扑熵计算和估计的研究[18−20, 31−33]. 尽管如
此, 依然有许多有限型子移位的拓扑熵没有得到解决. 例如当两个转移方阵都

为

(
1 1

1 0

)
时,其决定的有限型子移位的拓扑熵到目前还没解决. 另外,文[34]证

2



1 绪论

明了二维有限型子移位的最大拓扑熵的测度不唯一.由此,人们引入了各种统计
测度用以描述有限型子移位的动态复杂性. 这种统计测度包括强、弱最小排除系
统熵(或增长率)[35]、几乎最大熵[26]、投射熵(projectional entropy)[36]等等.

除了拓扑熵外, 混合性也是一个用来研究系统复杂性的工具. 我们知道
在一维情况下, 混合性蕴涵着正拓扑熵, 但是这个结论在高维情况下就不再
成立[26]. 在高维中, 拓扑混合性是一个比较弱的性质. 例如, 在二维中, 存在
拓扑混合的有限型子移位使得其拓扑熵为零[37]. 正拓扑熵往往可通过加更强
的混合性而得到. 关于混合性的研究, 已有一些确凿的结论[38]. 例如, 混合性
等价于两个第n次转移方阵An和Bn(n ≥ 2)是原始的(primitive). 但在实际问题
中, 要应用此结论却困难重重. 为此, 文[39]提供了一种可验证方案(checkable
scheme), 使得对An和Bn(n ≥ 2)是否为原始的(primitive)的验证转化为只要验
证Ak和Bk(k ≤ 3)是否为原始的(primitive),由此来得到二维有限型子移位是否具
有混合性. 另外,文[26]研究了弱混合性与几乎最大熵之间的关系.同时,在上述
研究中,人们往往还借助遍历论的理论、思想与方法讨论子移位的动力学性质.
值得注意的是,到目前为止,人们对在二维符号动力系统中有限型子移位的研究
还远不充分,所获结果也显得零星. 当然,在一维符号动力系统中,目前也仍面临
大量有待解决的问题[40],尤其是一般性子移位的动力学性状的分析.

1.2 细胞自动机的定义及其基本理论

1.2.1 细胞自动机的研究与发展

细胞自动机(Cellular Automata, 简称CA)是一类特殊的有限状态机, 是与连
续Cantor映射动力学系统相对应的离散动力学系统,具有时间、空间和状态的离
散性. 细胞自动机是由John von Neumann在1950年代提出的. 1948年, Neumann在
研究“什么逻辑组织结构的自动机具有图灵机一样的自我复制特性[41]”的问题时,
在Stanislaw Ulam的建议下,他在具有29个状态的二维细胞空间上建立了一个具
有自我复制特性和普适计算能力的细胞自动机.继Neumann之后, A.W.Burks开始
了细胞自动机的理论研究[42],但他提出的细胞自动机的结构过于复杂,这极大地
限制了细胞自动机的应用. 因此,从那以后关于细胞自动机的研究陷入了一个很
长的休眠期.但在1970年代,随着计算机的普及,以Conway的“生命游戏”[43](game
of life,一种能够进行普适计算的结构简单的2个状态8个邻居的细胞自动机)为代
表,细胞自动机的研究再度兴起. 细胞自动机的拓扑动力学研究始于Hedlund[44].
1969年, Hedlund从符号动力学的角度把一维细胞自动机看作是符号空间上移位
映射的自同态, 并刻画了所有满的和开的细胞自动机的动力学行为. 1980年代,
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1 绪论

Stephen Wolfram号召对细胞自动机进行简化, 建议细胞自动机应具有简单规则
性、局部连接性及高度并行性,并且提出了状态数为2邻域半径为1的初等细胞自
动机(Elementary Cellular Automata：ECA)[45]. 简化后的细胞自动机不仅具有适合
超大规模集成电路(VLSI)层次的简单规则结构和信息并行处理的局部互连结构,
而且具有复杂的动力学特性[46−53]. Stephen Wolfram对初等细胞自动机的性质进
行了深入的研究,提出了初等细胞自动机的规则及运用条件;并在大量的计算机
实验的基础上,通过观察特定规则产生的行为将初等细胞自动机按行为模式分为
如下四类[54, 55]:
(I)最终趋于一个空间平稳的状态, 这里空间平稳是指每一个细胞处于相同的状
态(如图1.1所示);
(II)状态最终演化进入简单的周期状态(如图1.2所示);
(III)具有复杂的动力学行为,状态演化进入混沌状态模式(如图1.3所示);
(IV)状态演化为更加复杂的模式,出现复杂的局部结构,或者说是局部性的混沌,
其中有些会不规则地传播(如图1.4所示).

图1.1 ECA规则136的演化图 图1.2 ECA规则56的演化图

图1.3 ECA规则90的演化图 图1.4 ECA规则110的演化图
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1 绪论

Wolfram对细胞自动机的简化极大地推动了细胞自动机理论及应用的发
展, 引起了包括数学家在内众多学者的关注. 当细胞自动机在计算机上模拟
的时候, 几乎可以复制出类似于自然界当中实际发生的动力系统运作, 这使
得细胞自动机成为了研究复杂系统行为的最初理论框架. 因而C.Langton提
出了“人工生命”(Artificial Life)这个名词, 细胞自动机便是人工生命的第一
个雏形[56], 并且变成复杂性科学, 或者说是复杂适应性系统的其中一支. 同
时, N.Packard和C.Langton在对细胞自动机深入研究的基础上提出了“混沌的边
缘”(the edge of chaos)这个概念[57],这是当前复杂性科学研究的一个重要成果.另
一方面,细胞自动机的数学理论研究在各方面得到了发展,成果比较丰富.例如,
加性细胞自动机、等度连续的细胞自动机以及正扩张的细胞自动机的符号动力

学性质有着比较完善的研究[46, 50, 53, 58−60]. 特别值得一提的是, 2002年在大量的
计算机模拟和经验观察的基础上, Wolfram创造性地称初等细胞自动机为一种新
科学(A New Kind of Science)[61]. 而后, L.O.Chua教授等人结合他们的细胞神经网
络的研究成果用非线性动力学的思想对Wolfram的计算机模拟结果给予了一系列
数学上的刻画[62−67],极大地推动了人们在理论上进一步对初等细胞自动机的研
究.

细胞自动机自产生以来, 被广泛地应用于社会学、生物学、生态学、信息
科学、计算机科学、数学、物理学、化学、地理学、军事学等各个领域.例如:
在物理学中,除了格子气细胞自动机在流体力学上的成功应用外,细胞自动机还
应用于磁场、电场等场的模拟, 以及热扩散、热传导和机械波的模拟以及用来
模拟雪花等结晶的形成. 在计算机科学中, 细胞自动机可以被看作是并行计算
机而用于并行计算的研究.另外,它还应用于计算机图形学的研究中. 尤其在数
学中,细胞自动机为动力学系统理论中有关秩序(ordering)、扰动(turbulence)、混
沌(chaos)、 分形(fractality)等系统整体行为与复杂现象的研究提供了一个有效的
模型工具. 因此,一方面细胞自动机的发展得益于相关理论的研究,如逻辑数学、
离散数学、计算机中的自动机理论,图灵机思想等;另一方面,细胞自动机的发展
也促进了一些相关学科和理论(如人工智能、非线性科学、复杂性科学)的发展,
甚至还直接导致了人工生命科学的产生. 另外,在表现上,细胞自动机模型还与一
些理论方法存在着较大的相似性或相对性.

1.2.2 细胞自动机的基本概念

细胞自动机是一种时间和空间都离散的数学模型, 即其时间、空间变量乃
至描述组成系统的单元—细胞的状态变量都是分立的. 散布在规则网格中的每
个细胞取有限的离散状态,遵循同样的作用规则,依据确定的局部规则作同步更
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1 绪论

新. 因此, 构成细胞自动机有四个基本要素, 分别是: 细胞(cell)、网格(lattice)、
邻域(neighborhood)及规则(rule)[68]. 最简单情况下细胞可以取0和1两个状态. 网
格是指细胞活动的空间. 由此, 细胞自动机可以是一维的、 二维的、 三维

的、 或更高维度.邻域一般指某个细胞自身及其直接相邻的细胞,常见的邻域
有Neumann邻域和Moore邻域(见图1.5)[61]. 规则则规定了细胞之间以何种方式相
互作用.

Neumann邻域 Moore邻域

图1.5 二维细胞自动机常见的两种邻域

本文选择了具有Neumann邻域以及只有两个状态数的二维细胞自动机作为
研究对象. 如果用黑色方格代表状态“1”, 白色方格代表状态“0”, 则Neumann邻
域中5个细胞的所有状态组合共有32种. 假设当前考虑的细胞为Cij , 在某
个时刻的状态为xij , 其Neumann邻域中四个邻居的状态分别为x(i+1)j , xi(j−1),
xi(j+1)和x(i−1)j . 则在下一时刻该细胞的状态yij可用函数表示为

yij = N(x(i+1)j, xi(j−1), xij, xi(j+1), x(i−1)j),

其中xij ∈ {0, 1}, ∀(i, j) ∈ Z2. 易见, 上述过程可由一个布尔函数真值表表
示, 见表1.1. 由此, 局部规则编号N可定义为N =

∑31
i=0 βi · 2i, 其中βi ∈ S,

i = 0, 1, · · · , 31. 显然,这样的局部规则共有225
= 4294967296个.同时,由于每个

布尔函数真值表可转化为布尔表达式,因此局部规则也可由布尔表达式所表示,
且表示不唯一.

1.3 论文的主要内容与结构

我们知道细胞神经网络(CNN)复杂性的分析往往需要借助于符号动力学的
理论、思想和方法.文[7]运用二维符号动力系统的思想与方法研究了无穷多个变
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1 绪论

表1.1 二维细胞自动机规则的布尔函数真值表

x(i+1)j xi(j−1) xij xi(j+1) x(i−1)j yij x(i+1)j xi(j−1) xij xi(j+1) x(i−1)j yij

0 0 0 0 0 β0 1 0 0 0 0 β16

0 0 0 0 1 β1 1 0 0 0 1 β17

0 0 0 1 0 β2 1 0 0 1 0 β18

0 0 0 1 1 β3 1 0 0 1 1 β19

0 0 1 0 0 β4 1 0 1 0 0 β20

0 0 1 0 1 β5 1 0 1 0 1 β21

0 0 1 1 0 β6 1 0 1 1 0 β22

0 0 1 1 1 β7 1 0 1 1 1 β23

0 1 0 0 0 β8 1 1 0 0 0 β24

0 1 0 0 1 β9 1 1 0 0 1 β25

0 1 0 1 0 β10 1 1 0 1 0 β26

0 1 0 1 1 β11 1 1 0 1 1 β27

0 1 1 0 0 β12 1 1 1 0 0 β28

0 1 1 0 1 β13 1 1 1 0 1 β29

0 1 1 1 0 β14 1 1 1 1 0 β30

0 1 1 1 1 β15 1 1 1 1 1 β31

量的CNN系统,从符号动力学的角度刻画了CNN系统的二值输入—输出映射的
动力学性质,特别是讨论了某些移位映射在全空间上的动力学性质. 由此,本文首
先进一步讨论二维符号空间上移位映射的性质,详细地研究了其动力学性质,尤
其是证明了其拓扑熵为+∞. 由此,本文将具有Neumann邻域和状态集{0, 1}的二
维细胞自动机作为研究对象.我们将二维细胞自动机与二维符号空间建立联系,
定义了225

= 4294967296个全局映射. 随后,我们根据Neumann邻域的平面结构和
细胞自动机的特点,构造了四个同胚映射T , T

UD , T
LR
和T

D ,通过它们实现了所有
全局映射的拓扑共轭分类. 进一步,我们认为上述分类所得的共轭类数目是最小
的. 由于本文讨论的全局映射数目较大,用人工进行分类其所需的计算量相当之
大.因此, 我们把上述共轭分类进行了程序化设计,从而大大地提高了分类的效
率.

另一方面,本文建立了二维细胞自动机全局映射与初等细胞自动机全局映射
之间的拓扑半共轭关系,从符号动力学角度证明了初等细胞自动机规则18和56拥
有混沌的动力学性状.虽然拓扑半共轭的两个紧致系统,其动力学行为可以大相
径庭,但在拓扑半共轭的条件下也同样可以保持系统的某些拓扑不变性,尤其是
扩充的拓扑熵不小于因子的. 通过拓扑半共轭关系和已知的初等细胞自动机全局
映射的动力学性质,本文粗略地估计了二维细胞自动机全局映射的动力学性质,
特别是拓扑熵的估计.同时,文[69]证明了初等细胞自动机规则110是具有普适性
的. 借助上述拓扑半共轭映射, 我们获得了24个二维普适细胞自动机规则.我们
知道生命游戏用了几条简单的规则,却产生了类似于生命演化过程中无比复杂
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1 绪论

的现象. 其中, 最著名的是“闪光灯”(blinker)现象和“滑翔机”(glider)现象, 前者是
一种细胞群在周期其状态(性状)的结构,而后者是一种除了会周期循环其状态(形
状)之外,还会稳定地移动的结构. 这些是Conway证明生命游戏具有普适性的关
键现象,也是细胞自动机具有讯号储存与讯号传递功能的重要特征. 但是,在对本
文得到的普适细胞自动机规则进行数字模拟时,我们发现它们几乎没有滑翔机和
闪光灯现象.

本文的结构安排如下: 第2章建立了二维符号空间上定义的8种移位映射之
间的拓扑共轭关系以及二维符号动力系统与一维符号动力系统之间的拓扑半共

轭关系,并证明了二维移位映射的拓扑熵为+∞. 借助上述思想与方法,第3章通
过构造4种同胚映射实现了二维细胞自动机全局映射的拓扑共轭分类,并把此分
类过程进行了程序化设计.第4章从符号动力学的角度分析了初等细胞自动机规
则18和56的复杂动力学行为,进而通过构造2个半共轭映射建立了二维细胞自动
机全局映射与初等细胞自动机之间的拓扑半共轭关系.通过这2个半共轭映射,本
章得到了24个二维普适细胞自动机规则,并对这些普适规则进行了数字模拟. 最
后一章扼要总结全文,并展望了进一步研究的前景.
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2 二维符号动力学

2.1 一维符号动力学的若干内容

任取k(k ≥ 2)个不同的符号,不妨设为0, 1, · · · , k− 1,记S = {0, 1, · · · , k− 1}.
我们考虑所有Z到S的映射组成的集合,记为

SZ = {x = (xi) | xi ∈ S, i ∈ Z},

其中Z为全体整数的集合.对于每个x = (xi) ∈ SZ ,以记号∗表示第0个符号所在

的位置,即x = (· · · , x−1,
∗
x0, x1, · · · ), xi ∈ S, ∀i ∈ Z. 在SZ中定义距离为

ρ(x, y) = max
i∈Z

{ 1

max{|i|}+ 1

∣∣ xi 6= yi

}
. (2.1)

显然上述定义是合理的. 从而,度量空间(SZ , ρ)是紧致的、完全的、完全不连通
的Hausdorff空间, 并称SZ为一维k-符号序列空间, 简称一维符号空间. 设a =

(a0, · · · , ap−1)是S上一个长度为p ≥ 1的有限序列, 简称长度为p的字. 设x ∈ SZ ,
I = [i, j]是一个整数区间, 则记x[i,j] = (xi, · · · , xj)和x[i,j) = (xi, · · · , xj−1), 如
果存在m ∈ Z, 使得x[m,m+p−1] = a, 则说“有限序列a出现在x内”或“x含有a”,
记作a ≺ x; 否则说“有限序列a没有出现在x内”, 记作a ⊀ x. 对于Λ ⊆ SZ ,
若存在x ∈ Λ, 使得a ≺ x, 则说“a出现在Λ内”, 记为a ≺ Λ. 设m ∈ Z, 则集
合m[a0, · · · , ap−1] = {x ∈ SZ | x[m,m+p−1] = a}叫做SZ上的柱集. 易知,柱集既是
开又闭的. SZ上有由全体柱集构成的可数拓扑基,那么SZ的每一个开集均可写成

可数个柱集的并.

在SZ上定义移位映射:

σ : SZ −→ SZ

(xi) 7−→ (xi+1),
(2.2)

则称拓扑动力系统(SZ , σ)为S上的一维符号动力系统.

关于(SZ , σ)的动力学性质,有[15]:

(1) σ有任何周期的周期点;

(2) σ的周期点在SZ中稠密;

(3) σ拓扑混合 =⇒ σ拓扑传递和对初值敏感依赖的;

(4) σ的拓扑熵为log k,其中k为符号集S的基数;
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2 二维符号动力学

(5) σ具有Li-Yorke意义下的混沌和Devaney意义下的混沌.

众所周知,在一维符号动力系统中,有限型子移位的动力学行为已得到了较
系统的研究,有着完整而丰富的结论.设Ã是S上有限序列的一个集合,记其最长
字的长度为N ,则我们可把Ã中每个字的长度都扩充成为N ,得到有限序列的集
合A . 令ΛA = {x ∈ SZ | x[i,i+N−1] ∈ A ,∀i ∈ Z},易见(ΛA , σ)为(SZ , σ)的子系统.
则称(ΛA , σ)或ΛA为N阶有限型子移位,其中A为其决定系统.关于有限型子移位
的刻画有以下漂亮的结论:

命命命题题题 2.1[15] 任何有限型子移位都与一个2阶有限型子移位拓扑共轭.

据命题2.1,在有限型子移位动力学行为的研究中, 2阶有限型子移位才是本

质的. 另一方面, 用于刻画2阶有限型子移位动力学行为的主要工具则是转移方

阵,其定义如下:

定定定义义义 2.1[15] 如果

aij =

{
1, (i, j) ≺ Λ

0, (i, j) ⊀ Λ,

则k × k阶0, 1-方阵A = (aij)叫作子移位Λ的转移方阵, 其中(i, j)是S上的长度

为2的字. 同时,我们记2阶子移位Λ为ΛA或σA : ΛA −→ ΛA.

注意,若转移方阵的每一行和每一列都至少有一个1,则转移方阵和2阶有限

型子移位是一一对应的, 即两者之间的相互决定是一一的. 这样, 关于2阶子移

位ΛA的动力学性质有:

命命命题题题 2.2[15]

(1) σA的拓扑熵为转移方阵A的谱半径;

(2) σA是拓扑混合的当且仅当存在正整数N ,当n ≥ N时, An中的每个元素都

大于0.

2.2 二维符号空间与移位映射

仍记S = {0, 1, · · · , k−1}为k个符号组成的集合.现考虑所有Z2 = {(i, j) | i, j
∈ Z}到S的映射组成的集合,记为SZ2

= {x = (xij) | xij ∈ S, (i, j) ∈ Z2}.对于每
个 x = (xij) ∈ SZ2 ,以记号∗表示第(0, 0)个符号所在的位置,即

x = (xij) =




...
...

...
...

...
· · · x1(−1) x10 x11 · · ·
· · · x0(−1)

∗
x00 x01 · · ·

· · · x(−1)(−1) x(−1)0 x(−1)1 · · ·
...

...
...

...
...




.

10



2 二维符号动力学

为了在SZ2
中讨论极限情况,我们在SZ2

中定义距离为

d(x, y) = max
(i,j)∈Z2

{ 1

max{|i|, |j|}+ 1

∣∣ xij 6= yij

}
. (2.3)

显然上述定义是合理的.

设aij ∈ S, |i| ≤ N, |j| ≤ N,N > 0. 又设(m,n) ∈ Z2,记

[a]N = [aij]|i|≤N,|j|≤N = {x ∈ SZ2| x(i+m)(j+n) = aij, |i| ≤ N, |j| ≤ N}

叫作S上二维有限矩阵(aij)|i|≤N,|j|≤N的柱形. 显然柱形是既开又闭的集合,且全体
柱形构成了SZ2

的一组可数拓扑基,即SZ2
的每个开集可以写成柱形的并. 因此,

SZ2
满足第二可数性公设. 文[7]证明了度量空间(SZ2

, d)是紧致的、完全的、完全
不连通的Hausdorff空间,并称SZ2

为二维k-符号序列空间,简称二维符号空间.

在SZ2
上定义移位映射:

σkl : SZ2 −→ SZ2

(xij) 7−→ (x(i+k)(j+l))
(2.4)

其中(k, l) ∈ Z2,称为移位的步.如果|k| ≤ 1, |l| ≤ 1,则由(2.4)可定义32 = 9种移位

映射:
σ00, σ01, σ0(−1), σ10, σ−10, σ11, σ1(−1), σ−11, σ−1(−1)

其中σ00为恒等映射. 注意,下文提到的移位映射将不包括σ00. 显然每个σkl都可以

由σk0与σ0l复合而成,其中(k, l) 6= (0, 0). 即

σ11 = σ10 ◦ σ01, σ−11 = σ−10 ◦ σ10,

σ1(−1) = σ10 ◦ σ0(−1), σ−1(−1) = σ−10 ◦ σ0(−1).

因此为了讨论每个移位映射的动力学性质,我们有必要先研究σk0与σ0l的动力学

性质. 事实上,本节证明了8个移位映射σkl彼此是拓扑共轭的. 拓扑共轭保持系统
的轨道结构,因此拓扑共轭的系统可以看作同一个系统.本章选取(SZ2

, σ01)作为

研究对象.

定定定义义义 2.2
σ01 : SZ2 −→ SZ2

(xij) 7−→ (xi(j+1))
(2.5)

即[σ01(x)]ij = xi(j+1), ∀(i, j) ∈ Z2为二维水平移位映射,简称移位映射.

引引引理理理 2.1[7] 对于x, y ∈ SZ2 ,以及正整数N ,有

11



2 二维符号动力学

d(x, y) <
1

N + 1
当且仅当 max{|i|, |j|} ≤ N 有 xij = yij .

由引理2.1,容易得到

命命命题题题 2.3 σ01, σ0(−1), σ10, σ−10, σ11, σ1(−1), σ−11, σ−1(−1)均为同胚映射.

因此, (SZ2
, σkl)都是紧致系统,其中(k, l) 6= (0, 0).

定定定义义义 2.3[15] 设(X, f)和(Y, g)是紧致系统,如有存在同胚映射h : X → Y ,使
得h ◦ f = g ◦ h. 则称f和g是拓扑共轭.

命命命题题题 2.4 σ11与σ01拓扑共轭.

证证证明明明：要证明σ11与σ01 拓扑共轭,我们需要找一个同胚映射h, 使得下图可
交换

SZ2 σ11−−−→ SZ2

h

y
yh

SZ2 σ01−−−→ SZ2
.

现定义

h : SZ2 −→ SZ2

(xij) 7−→ (x(i−j)j).
(2.6)

(1)h为满的. 对任意y = (yij) ∈ SZ2 ,则取x = (y(i+j)j) ∈ SZ2 ,有

[h(x)](i+j)j = yij, ∀(i, j) ∈ Z2.

(2)h为单的.若h(x) = h(y),即[h(x)]ij = [h(y)]ij,∀(i, j) ∈ Z2,从而有x(i−j)j =

y(i−j)j,∀(i, j) ∈ Z2. 因此xkl = ykl,∀(k, l) ∈ Z2.

(3)h为连续的. ∀ε > 0,存在正整数N ,使得
1

N + 1
< ε,取δ =

1

2N + 1
. 则由引

理2.1可知, d(x, y) < δ =
1

2N + 1
蕴涵当max{|i|, |j|} ≤ 2N时,有xij = yij . 又由于

{(i, j) ∈ Z2 | max{|i− j|, |j|} ≤ N}
⊂ {(i, j) ∈ Z2 | max{|i|, |j|} ≤ 2N},

再由引理2.1可知,当max{|i− j|, |j|} ≤ N时, x(i−j)j = y(i−j)j蕴涵

d(h(x), h(y)) = max
((i−j),j)∈Z2

{ 1

max{|i− j|, |j|}+ 1

∣∣ x(i−j)j 6= y(i−j)j

}
≤ 1

N + 1
< ε.

由于SZ2
为紧致的Hausdorff空间, 因此h−1也是连续的. 这样我们证明了h是一

个同胚映射.

12



2 二维符号动力学

还须证明h ◦ σ11 = σ01 ◦ h. 事实上, ∀x ∈ SZ2 , 有[σ11(x)]ij = x(i+1)(j+1),
[h(x)]ij = x(i−j)j , [σ01(x)]ij = xi(j+1). 则对∀(i, j) ∈ Z2,有

[h(σ11(x))]ij = x(i−j)(j+1),

[σ01(h(x))]ij = x(i−j)(j+1).

这样我们证明了σ11与σ01拓扑共轭.证毕.

命命命题题题 2.5 σ01与σ10拓扑共轭.

证证证明明明：要证明σ01与σ10 拓扑共轭,我们需要找一个同胚映射h, 使得下图可
交换

SZ2 σ01−−−→ SZ2

h

y
yh

SZ2 σ10−−−→ SZ2
.

现定义

h : SZ2 −→ SZ2

(xij) 7−→ (xji)
(2.7)

类似于命题2.4的证明,可得h是一个同胚映射. 另外, ∀x ∈ SZ2 ,有[σ10(x)]ij =

x(i+1)j , [h(x)]ij = xji, [σ01(x)]ij = xi(j+1). 则对∀(i, j) ∈ Z2,有

[h(σ01(x))]ij = x(j+1)i,

[σ10(h(x))]ij = x(j+1)i.

这样我们证明了σ10与σ01拓扑共轭.证毕.

由于8个移位映射σ01, σ0(−1), σ10, σ−10, σ11, σ1(−1), σ−11, σ−1(−1)具有对称

性,并结合命题2.4和命题2.5,有

定定定理理理 2.1 σ01, σ0(−1), σ10, σ−10, σ11, σ1(−1), σ−11, σ−1(−1)彼此拓扑共轭.

2.3 σ01的拓扑熵与动力学性质

由命题2.3, (SZ2
, σ01)是一个紧致系统.对紧致系统而言,拓扑熵的开覆盖定

义与Bowen定义是一致的,本节选取前者. 关于一维有限符号空间的移位映射,已
知其拓扑熵为log k,其中k为S的符号基数. 对于二维符号空间上的移位映射σ01,
文[7]给出了其拓扑熵的下界估计值log k,本节将证明其拓扑熵为+∞. 为此,我们
先给出相关定义[15].

13



2 二维符号动力学

A是紧致的度量空间X的一个开覆盖,记

diam(A) = sup{d(A) | A ∈ A}

叫作A的直径, 其中d(A) = sup{d(x, y) | x, y ∈ A}. 令H(A) = logN (A),其
中N (A)为A的子覆盖的基数的下确界. 对X的两个开覆盖A, B, 令f−1(A) =

{f−1(Ai), Ai ∈ A}和A
∨B = {A ⋂

B|A ∈ A, B ∈ B}. 显然f−1(A)和 A∨B 都
是X的开覆盖.通过分析可知以下极限

ent(f,A) = lim
n→∞

1

n
H(A

∨
f−1(A)

∨
· · ·

∨
f−(n−1)(A))

存在,且非负.这样,紧致系统(X, f)的拓扑熵定义为:

定定定义义义 2.4
ent(f) = sup

A
ent(f,A) (2.8)

其中sup是对所有X的开覆盖取上确界.

引引引理理理 2.2[15] 设{αn}∞n=1是X的一个开覆盖序列, 使得 lim
n→∞

diam{αn} = 0, 则

有 lim
n→∞

ent{f, αn} = ent(f),其中0 ≤ ent(f) ≤ +∞.

定定定理理理 2.2 二维水平移位映射σ01的拓扑熵为+∞.

证证证明明明：由SZ2
上定义的柱形可知,二维有限矩阵

(a)N = (aij)|i|≤N,|j|≤N =




aN(−N) · · · aNN

...
...

...
a(−N)(−N) · · · a(−N)N




上的全体柱形构成SZ2
的一个开覆盖,记为αN ,即

αN = {[a]N | aij ∈ S, |i| ≤ N, |j| ≤ N}.

因此{αN}∞N=1是SZ2
的一个开覆盖序列,且由SZ2

上定义的距离公式(2.3)可知

lim
N→∞

diam{αN} = 0.

则由引理2.2得

ent(σ01) = lim
N→∞

lim
n→∞

1

n
H

(
αN

∨
σ−1

01 (αN)
∨
· · ·

∨
σ
−(n−1)
01 (αN)

)
. (2.9)
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2 二维符号动力学

下面计算
n−1∨
i=0

σ−i
01 (αN)的基数.

如果x属于
n−1∨
i=0

σ−i
01 (αN)中的某个元素, 那么x, σ01(x), · · · , σn−1

01 (x)在二维有

限矩阵(a)N上的符号是完全确定的, 而且属于
n−1∨
i=0

σ−i
01 (αN)中同个元素的元素,

在(a)N上确定的符号是完全一样的. 因此
n−1∨
i=0

σ−i
01 (αN)的基数就是σ01在迭代n −

1次后形成的上底为二维有限矩阵(a)N ,高度为n的不同的长方体的数目. 另一方
面,由于σ01是SZ2

上的同胚自映射,所以每个二维有限矩阵



aN(−N) · · · aNN · · · aN(N+n−1)

...
...

...
...

...
a0(−N) · · · a0N · · · a0(N+n−1)

...
...

...
...

...
a(−N)(−N) · · · a(−N)N · · · a(−N)(N+n−1)




在σ01迭代n− 1次后都形成不同的上述长方体,其中aij ∈ S, −N ≤ i ≤ N,−N ≤
j ≤ N + n− 1. 这样

n−1∨
i=0

σ−i
01 (αN)的基数为k(2N+1)[2N+1+(n−1)],因此

ent(σ01) = lim
N→∞

lim
n→∞

1

n
log k(2N+1)[2N+1+(n−1)] = +∞.

证毕.

拓扑熵被认为是刻划动力系统复杂程度的一种度量,也是动力系统拓扑共轭
不变量,因此我们有

命命命题题题 2.6 一维符号动力系统(SZ , σ)与二维符号动力系统(SZ2
, σ01)不存在拓

扑共轭关系.

值得指出的是, 在讨论二维符号空间上移位映射的拓扑熵时, 众多文
献[18−20, 31−33]都将其定义为

ent(σ01) = lim
N→∞

lim
n→∞

1

n2
H

(
αN

∨
σ−1

01 (αN)
∨
· · ·

∨
σ
−(n−1)
01 (αN)

)
, (2.10)

并证明了此拓扑熵也是拓扑共轭不变量. 由(2.10)我们可计算出σ01的拓扑熵仍

为log k.

另外,文[7]详细地证明了σ11的动力学性质,由于SZ2
上8个移位映射彼此拓扑

共轭,因此我们列举σ01的基本动力学性质与混沌性状如下:
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2 二维符号动力学

定定定理理理 2.3

(1) σ01有任何周期的周期点;

(2) σ01的周期点在SZ2
中稠密;

(3) σ01拓扑混合 =⇒ σ01拓扑传递和对初值敏感依赖的;

(4) σ01拓扑熵为+∞;

(5) σ01具有Li-Yorke意义下的混沌和Devaney意义下的混沌.

至此, 本节详细地刻画了二维符号空间SZ2
上移位映射的动力学性质与混

沌性状,并指出从动力系统角度看, 在SZ2
上可以定义8个移位映射, 但本质上只

有一个. 另外, 本节严格证明了经典的符号动力系统(SZ , σ)与二维符号动力系

统(SZ2
, σ01)不可能存在拓扑共轭关系, 因而(SZ , σ)与(SZ2

, σ01)是两类本质不同

的符号动力系统.

2.4 σ01与σ的关系

命题2.6指出σ01与σ不存在拓扑共轭关系,本节将给出它们之间的一个拓扑
半共轭关系.为此先引入动力系统之间拓扑半共轭的定义.

定定定义义义 2.5[15] 设(X, f)和(Y, g)是紧致系统,如有存在连续满射h : X → Y ,使
得h ◦ f = g ◦ h,则称f和g是拓扑半共轭.

定定定理理理 2.4 (SZ2
, σ01)与(SZ , σ)拓扑半共轭.

证证证明明明：要证明σ01与σ 拓扑半共轭,我们需要找一个满的连续映射h,使得下
图可交换

SZ2 σ01−−−→ SZ2

h

y
yh

SZ σ−−−→ SZ .

我们建立SZ2
到SZ的映射如下:

h : SZ2 −→ SZ

(xij) 7−→ (x0j)
(2.11)

显然h为满射. 下证h连续.对于任意ε > 0,存在N ∈ Z+,使得
1

N + 1
< ε,则我们

取δ =
1

N + 1
. 从而对于x = (xij), y = (yij) ∈ SZ2 ,当d(x, y) < δ =

1

N + 1
时,由

引理2.1, 当max{|i|, |j|} ≤ N时, 有 xij = yij , 特别地 x0j = y0j, ∀|j| ≤ N . 因此
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2 二维符号动力学

当max{|i|, |j|} ≤ N时,有[h(x)]ij = [h(y)]ij . 故有

ρ(h(x), h(y)) = max
j
{ 1

|j|+ 1
| x0j 6= y0j} = max

|j|>N
{ 1

|j|+ 1
| x0j 6= y0j} ≤ 1

N + 1
< ε,

其中ρ为(2.1)式定义在SZ上的距离.

要证h为拓扑半共轭,还须证σ01 ◦ h = h ◦ σ. 事实上,对∀u = (uij) ∈ SZ2 ,有

h(σ01(uij)) = h(ui(j+1)) = u0(j+1) ∀(i, j) ∈ Z2,

σ(h(uij)) = σ(u0j) = u0(j+1) ∀(i, j) ∈ Z2.

证毕.

由此,我们指出σ01是σ的扩充,而σ是σ01的因子. 拓扑半共轭的两个紧致系统,
其动力学性质可以是大相径庭.在拓扑半共轭的情况下,扩充(因子)的哪些动力
学性质得以在因子(扩充)中被保持,这是一个重要的问题.随着此问题的不断深
入探讨,拓扑半共轭已成为由已知紧致系统来探究未知紧致系统的一个强有力的
工具.

综上所述, 我们已建立了二维符号空间上8种移位映射的拓扑共轭关系
和(SZ2

, σ01)与(SZ , σ)的拓扑半共轭关系.须强调的是,在第2.2节中建立的共轭映
射(2.6)与(2.7)将在第3章中对二维细胞自动机全局映射拓扑共轭分类起到关键作
用. 在第2.4节中建立的半共轭映射(2.11)将在第4章中为找到二维普适细胞自动
机提供线索.
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3 二维细胞自动机的共轭分类

3.1 二维细胞自动机全局映射

考虑由两个符号组成的集合S = {0, 1}, 及其生成的符号空间SZ2 . 由于
本文采用Neumann邻域和S = {0, 1}, 则二维细胞自动机局部规则共有225

=

4294967296个.进一步,每个规则可由唯一的布尔函数真值表表示(见表1.1),局部
规定编号N定义为N =

∑31
i=0 βi · 2i,其中βi ∈ S, i = 0, 1, · · · , 31. 为方便起见,我

们将上述布尔函数真值表简写为[β0, · · · , β31]. 对每个局部规则而言,我们可据其
真值表写出它的布尔表达式,进而可在SZ2

上诱导出规则N的全局映射TN .

实实实例例例 考虑局部规则N = 4210689285,其布尔函数真值表为

[1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1],

则对∀xij ∈ S, (i, j) ∈ Z2,相应布尔表达式为

N(xij, x(i−1)j, x(i+1)j, xi(j−1), xi(j+1)) = x̄(i+1)j ⊕ xij · x(i−1)j,

其中“ · ”, “ ⊕ ”和“−”分别代表逻辑运算符号“与” , “异或”和“非”. 为讨论方便,
记N0 = 4210689285,则局部规则N0诱导的全局映射TN0定义为

TN0 : SZ2 −→ SZ2

x = (xij) 7−→ (x̄(i+1)j ⊕ xij · x(i−1)j),

即

[TN0(x)]ij = x̄(i+1)j ⊕ xij · x(i−1)j,∀ (i, j) ∈ Z2,

其中[TN0(x)]ij为TN0(x)的第(i, j)个位置的符号.根据距离(2.3),易见TN0是连续的,
则(SZ2

, TN0)为紧致系统.

至此,我们已定义了所有局部规则诱导的全局映射,且每个(SZ2
, TN)都是紧

致系统.在细胞自动机动力学行为的研究中,加性细胞自动机规则因其布尔表达
式是线性的而得到了优先关注.

定定定义义义 3.1 细胞自动机规则只由邻域内的细胞通过“异或”或者“异或非”运算
来实现的称为加性细胞自动机规则.

这样本文考虑的二维细胞自动机共有64个加性规则.为了清楚的阐述,这里
列举了所有加性细胞自动机局部规则的布尔表达式(见表3.1). 由于部分局部规则
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3 二维细胞自动机的共轭分类

的编号较大,故表3.1中采用记号fi来代替全局映射TN ,其中fi的下标数字i并非规

则的十进制编码.

表3.1 64个加性细胞自动机的布尔表达式

全局映射 布尔表达式 全局映射 布尔表达式
f0 0 f63 1
f1 xij f62 xij

f2 x(i+1)j f61 x(i+1)j

f3 x(i−1)j f60 x(i−1)j

f4 xi(j−1) f59 xi(j−1)

f5 xi(j+1) f58 xi(j+1)

f6 x(i+1)j ⊕ xij f57 x(i+1)j ⊕ xij

f7 xi(j−1) ⊕ xij f56 xi(j−1) ⊕ xij

f8 xij ⊕ x(i−1)j f55 xij ⊕ x(i−1)j

f9 xij ⊕ xi(j+1) f54 xij ⊕ xi(j+1)

f10 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) f53 x(i+1)j ⊕ xi(j−1)

f11 x(i+1)j ⊕ x(i−1)j f52 x(i+1)j ⊕ x(i−1)j

f12 x(i+1)j ⊕ xi(j+1) f51 x(i+1)j ⊕ xi(j+1)

f13 xi(j−1) ⊕ x(i−1)j f50 xi(j−1) ⊕ x(i−1)j

f14 xi(j−1) ⊕ xi(j+1) f49 xi(j−1) ⊕ xi(j+1)

f15 x(i−1)j ⊕ xi(j+1) f48 x(i−1)j ⊕ xi(j+1)

f16 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xij f47 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xij

f17 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ x(i−1)j f46 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ x(i−1)j

f18 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xi(j+1) f45 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xi(j+1)

f19 xi(j−1) ⊕ xij ⊕ x(i−1)j f44 xi(j−1) ⊕ xij ⊕ x(i−1)j

f20 xi(j−1) ⊕ xij ⊕ xi(j+1) f43 xi(j−1) ⊕ xij ⊕ xi(j+1)

f21 xij ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1) f42 xij ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1)

f22 xi(j−1) ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1) f41 xi(j−1) ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1)

f23 x(i+1)j ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1) f40 x(i+1)j ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1)

f24 x(i+1)j ⊕ xij ⊕ xi(j+1) f39 x(i+1)j ⊕ xij ⊕ xi(j+1)

f25 x(i+1)j ⊕ xij ⊕ x(i−1)j f38 x(i+1)j ⊕ xij ⊕ x(i−1)j

f26 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xij ⊕ x(i−1)j f37 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xij ⊕ x(i−1)j

f27 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xij ⊕ xi(j+1) f36 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xij ⊕ xi(j+1)

f28 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1) f35 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1)

f29 xi(j−1) ⊕ xij ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1) f34 xi(j−1) ⊕ xij ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1)

f30 x(i+1)j ⊕ xij ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1) f33 x(i+1)j ⊕ xij ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1)

f31 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xij ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1) f32 x(i+1)j ⊕ xi(j−1) ⊕ xij ⊕ x(i−1)j ⊕ xi(j+1)

3.2 全局映射的拓扑共轭分类

本节我们将讨论二维细胞自动机全局映射的拓扑共轭分类. 为此, 对∀x =

(xij) ∈ SZ2 ,构造4个映射如下:

T : SZ2 −→ SZ2

x = (xij) 7−→ (x̄ij),
(3.1)

即

[T (x)]ij = x̄ij,∀ (i, j) ∈ Z2.

T
UD

: SZ2 −→ SZ2

x = (xij) 7−→ (x(−i)j),
(3.2)
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3 二维细胞自动机的共轭分类

即

[T
UD

(x)]ij = x(−i)j,∀ (i, j) ∈ Z2.

T
LR

: SZ2 −→ SZ2

x = (xij) 7−→ (xi(−j)),
(3.3)

即

[T
LR

(x)]ij = xi(−j),∀ (i, j) ∈ Z2.

T
D

: SZ2 −→ SZ2

x = (xij) 7−→ (xji),
(3.4)

即

[T
D

(x)]ij = xji,∀ (i, j) ∈ Z2.

由构造易见映射T , T
UD , T

LR
和T

D
是连续的一一映射,则其逆映射也是连续

的. 因此有

命命命题题题 3.1 映射T , T
UD , T

LR
和T

D
为同胚映射.

由于加性细胞自动机全局映射的拓扑共轭分类具有封闭性,为便于讨论,这
里仍将选择64个加性全局映射进行共轭分类.

定定定理理理 3.1 由二维细胞自动机局部规则定义在符号空间SZ2
上的64个加性细

胞自动机全局映射,可由同胚映射T , T
UD , T

LR
和T

D
分成18个拓扑共轭等价类(见

表3.2). 每一类中的全局映射具有相同的动力学性质.

证证证明明明： 由于每个拓扑共轭等价类的证明类似, 故这里代表性地选择属于
同一等价类下的全局映射f6, f7, f8, f9, f54, f55, f56和f57 作为讨论对象. 对∀x =

(xij) ∈ SZ2 ,上述全局映射可表示为

[f6(x)]ij = xij ⊕ x(i+1)j, ∀(i, j) ∈ Z2;

[f7(x)]ij = xij ⊕ xi(j−1), ∀(i, j) ∈ Z2;

[f8(x)]ij = xij ⊕ x(i−1)j, ∀(i, j) ∈ Z2;

[f9(x)]ij = xij ⊕ xi(j+1), ∀(i, j) ∈ Z2;

[f54(x)]ij = xij ⊕ xi(j+1), ∀(i, j) ∈ Z2;

[f55(x)]ij = xij ⊕ x(i−1)j, ∀(i, j) ∈ Z2;
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3 二维细胞自动机的共轭分类

[f56(x)]ij = xij ⊕ xi(j−1), ∀(i, j) ∈ Z2;

[f57(x)]ij = xij ⊕ x(i+1)j, ∀(i, j) ∈ Z2.

则有

(a)映射f8和f6是拓扑共轭的. 利用同胚映射T
UD ,对∀(i, j) ∈ Z2,

[T
UD ◦ f6(x)]ij = x(−i)j ⊕ x(−i−1)j,

[f8 ◦ T
UD

(x)]ij = x(−i)j ⊕ x(−i−1)j.

由x的任意性有T
UD ◦ f6 = f8 ◦ T

UD . 因此全局映射f8和f6是拓扑共轭的.

(b)映射f6和f57是拓扑共轭的. 利用同胚映射T ,对∀(i, j) ∈ Z2,

[T ◦ f57(x)]ij = x(i+1)j ⊕ xij,

[f6 ◦ T (x)]ij = x(i+1)j ⊕ xij.

由于x(i+1)j ⊕ xij = x(i+1)j ⊕ xij ,则T ◦ f57 = f6 ◦ T . 因此全局映射f57和f6是拓扑

共轭的.

(c)映射f7和f9是拓扑共轭的. 利用同胚映射T
LR ,对∀(i, j) ∈ Z2,

[T
LR ◦ f7(x)]ij = xi(−j) ⊕ xi(−j+1),

[f9 ◦ T
LR

(x)]ij = xi(−j) ⊕ xi(−j+1).

由x的任意性有T
LR ◦ f7 = f9 ◦ T

LR . 因此全局映射f7和f9是拓扑共轭的.

(d)映射f57和f54是拓扑共轭的. 利用同胚映射T
D ,对∀(i, j) ∈ Z2,

[f57 ◦ T
D

(x)]ij = xji ⊕ x(j+1)i,

[T
D ◦ f54(x)]ij = xji ⊕ x(j+1)i.

由x的任意性有T
D ◦ f54 = f57 ◦ T

D . 因此全局映射f54和f57是拓扑共轭的.

类似地,利用T得f7和f56, f9和f54, f8和f55分别是拓扑共轭的. 综上所述,交换
图

SZ2 T−−−→ SZ2 T
LR

−−−→ SZ2 T−−−→ SZ2 T
D

−−−→ SZ2

f56

y f7

y f9

y f54

y f57

y

SZ2 T−−−→ SZ2 T
LR

−−−→ SZ2 T−−−→ SZ2 T
D

−−−→ SZ2
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与

SZ2 T
D

−−−→ SZ2 T−−−→ SZ2 T
UD

−−−→ SZ2 T−−−→ SZ2

f54

y f57

y f6

y f8

y f55

y

SZ2 T
D

−−−→ SZ2 T−−−→ SZ2 T
UD

−−−→ SZ2 T−−−→ SZ2

成立. 因此f6, f7, f8, f9, f54, f55, f56和f57属于同一拓扑共轭等价类. 证毕.

表3.2 64个加性全局映射的18个拓扑共轭等价类

编号 等价类下的全局映射 等价类下的全局映射 编号

1 f0 f63 f1 2
3 f62 f2 f3 f4 f5 4

5 f58 f59 f60 f61
f6 f7 f8 f9

f54 f55 f56 f57
6

7
f10 f12 f13 f15

f48 f50 f51 f53
f11 f14 f49 f52 8

9 f16 f19 f21 f24 f47 f44 f42 f39 10
11 f20 f25 f38 f43 12
13 f17 f18 f22 f23 f40 f41 f45 f46 14

15
f26 f27 f29 f30

f33 f34 f36 f37
f28 f35 16

17 f31 f32 18

上述四个同胚映射T , T
UD , T

LR
和T

D
不仅可对加性细胞自动机全局映射进

行拓扑共轭分类,而且对非加性二维细胞自动机全局映射也是适用的. 对初等细
胞自动机而言, 文[70]已通过两个同胚映射将256个全局映射分为88个拓扑共轭
等价类,且此等价类数目为最小的. 事实上,我们发现在有限长度和周期边界条件
下,只要取细胞序列长度为4,就可把256个规则分为88类了. 同样,我们指出本节
得到的共轭等价类的数目也是最小的. 当然,我们可通过其他共轭映射来完成同
样的分类效果,但由Neumann邻域的平面结构以及T , T

UD , T
LR
和T

D
的几何意义

可知本节构造的四个映射是本质的.

3.3 程序设计

已知通过同胚映射T , T
UD , T

LR
和T

D
可将所有二维细胞自动机全局映射进

行拓扑共轭分类. 然而, 本文讨论的细胞自动机规则数目有4294967296个, 用定
理3.1的方法人工地进行分类,所需的计算量相当之大.特别地,对给定的一个局
部规则,我们如何能快速地找到与其等价的规则呢?为此,本节将对拓扑共轭分
类进行程序设计,达到快捷而有效的分类.
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3 二维细胞自动机的共轭分类

对任意给定的规则N ,其布尔函数真值表为[β0, · · · , β30, β31]. 则存在规则N ′,
使全局映射TN和TN ′可通过共轭映射(不妨设为T ) 建立起拓扑共轭关系. 从而
有T ◦ TN ′ = TN ◦ T ,推得TN ′ = (T )−1 ◦ TN ◦ T . 这样,我们可由规则N的真值表得

到规则N ′的真值表为 [β31, β30, · · · , β0],其中1 = 0, 0 = 1和N ′ =
∑31

i=0 β31−i · 2i.
即

[β0, · · · , β30, β31]
T−−−→ [β31, β30, · · · , β0]. (3.5)

同理

[β0, · · · , β30, β31]
T

UD

−−−→ [βi0 , βi1 , · · · , βi31 ],
(3.6)

其中 {i0, i1, · · · , i31} = {0, 16, 2, 18, 4, 20, 6, 22, 8, 24, 10, 26, 12, 28, 14, 30, 1, 17, 3, 19,

5, 21, 7, 23, 9, 25, 11, 27, 13, 29, 15, 31}.

[β0, · · · , β30, β31]
T

LR

−−−→ [βi0 , βi1 , · · · , βi31 ],
(3.7)

其中 {i0, i1, · · · , i31} = {0, 1, 8, 9, 4, 5, 12, 13, 2, 3, 10, 11, 6, 7, 14, 15, 16, 17, 24, 25, 20,

21, 28, 29, 18, 19, 26, 27, 22, 23, 30, 31}.

[β0, · · · , β30, β31]
T

D

−−−→ [βi0 , βi1 , · · · , βi31 ],
(3.8)

其中{i0, i1, · · · , i31} = {0, 8, 16, 24, 4, 12, 20, 28, 1, 9, 17, 25, 5, 13, 21, 29, 2, 10,

18, 26, 6, 14, 22, 30, 3, 11, 19, 27, 7, 15, 23, 31}.

关于四个同胚映射的性质及其之间的关系,我们有

命命命题题题 3.2

(1)对任何T ∈ {T , T
UD

, T
LR

, T
D},有T 2 = Id, T−1 = T ,以及T ◦ T = T ◦ T ,

其中Id为恒等映射;

(2) T
UD ◦ T

LR
= T

LR ◦ T
UD , T

UD ◦ T
D

= T
D ◦ T

LR , T
LR ◦ T

D
= T

D ◦ T
UD .

证证证明明明：由四个同胚映射的定义可知(1)与(2)都成立. 证毕.

我们注意到四个同胚映射之间只有T
UD
与T

D , T
LR
与T

D
不可交换.同时,由命

题3.2(2)知T
UD ◦ T

D
= T

D ◦ T
LR
与 T

LR ◦ T
D

= T
D ◦ T

UD
成立,我们应用这些关系

式,容易验证:

命命命题题题 3.3 Id, T , T
UD , T

LR
和T

D
可通过函数复合运算“◦”生成一个群G,其元素

个数为16.

在此, 我们列出这个群的所有元素, 分别为: g0 = Id, g1 = T , g2 = T
UD ,

g3 = T
LR , g4 = T

D , g5 = T ◦ T
UD , g6 = T ◦ T

LR , g7 = T ◦ T
D , g8 = T

UD ◦ T
LR ,

g9 = T
UD ◦ T

D , g10 = T
LR ◦ T

D , g11 = T ◦ T
UD ◦ T

LR , g12 = T ◦ T
UD ◦ T

D ,
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g13 = T ◦ T
LR ◦ T

D , g14 = T
UD ◦ T

LR ◦ T
D , g15 = T ◦ T

UD ◦ T
LR ◦ T

D . 于是我们得
到共轭等价类中元素个数的特征如下:

定定定理理理 3.2 由同胚映射T , T
UD , T

LR
和T

D
对二维细胞自动机局部规则定义在

符号空间SZ2
上的全局映射拓扑共轭分类, 每个等价类中的元素个数为16, 8, 4,

2或1.

证证证明明明： 对任意二维细胞自动机局部规则N , 其布尔函数真值表为y =

[β0, · · · , β30, β31], 记N 为规则N的共轭等价类, |N |为N 中元素的个数. 显然,
g0(y) = y. 若对∀i ∈ {0, 1, · · · , 15}, gi(y)互不相等, 则|N | = 16. 不然, 则存
在i, j ∈ {0, 1, · · · , 15}使得gi(y) = gj(y). 这样我们需要考虑C2

16 = 120个等式,借
助转换关系式(3.5)—(3.8),我们可设计程序完成此证明过程. 下面我们选择四个
代表性的等式给出证明.

(a) 若g1(y) = y, 则由命题3.2得g2(y) = g5(y), g3(y) = g6(y), g4(y) = g7(y),
g8(y) = g11(y), g9(y) = g12(y), g10(y) = g13(y), g14(y) = g15(y). 这意味着N 中

的元素将减少8个.类似地可以证明,若i ∈ {1, 2, 3, 4}使得gi(y) = y,则N 都将减

少8个.

(b)若g5(y) = y,则g1(y) = g2(y). 从而充分利用命题3.2中的等式,有g6(y) =

g8(y), g7(y) = g10(y), g9(y) = g15(y), g3(y) = g11(y), g12(y) = g14(y), g4(y) =

g13(y). 这样N 中的元素也将减少8个.类似地可以证明,若i ∈ {5, 6, 7, 8, 9, 10}使
得gi(y) = y,则N 都将减少8个.

(c)若g11(y) = y, 则g1(y) = g8(y). 由命题3.2得g5(y) = g3(y), g6(y) = g2(y),
g7(y) = g14(y), g12(y) = g10(y), g13(y) = g9(y), g15(y) = g4(y). 则N 中的元素将减

少8个.类似地可以证明,若i ∈ {11, 12, 13, 14}使得gi(y) = y,则N 都将减少8个.

(d) 若g15(y) = y, 则g14(y) = g1(y). 从而有g13(y) = g2(y), g12(y) = g3(y),
g11(y) = g4(y), g7(y) = g8(y), g6(y) = g9(y), g5(y) = g10(y). 则N 中的元素将减

少8个.

这样,如果有一对i, j ∈ {0, 1, · · · , 15}使得gi(y) = gj(y),则N 中的元素将减

少8个.进而,若还存在另一对i′, j′使得gi′(y) = gj′(y),则N 中的元素将进一步减

少4个,以此类推. 综上所述,我们可知|N |为16, 8 ,4, 2,或1. 证毕.

实实实例例例 现考虑本章第3.1节的局部规则N0 = 4210689285,其布尔函数真值表
为y = [1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1]. 则
有g3(y) = y,从而得g6(y) = g1(y), g8(y) = g2(y), g10(y) = g14(y), g5(y) = g11(y),
g7(y) = g12(y), g9(y) = g4(y), g13(y) = g15(y), 且g1(y), g2(y), g3(y), g4(y), g5(y),
g7(y), g10(y)和g13(y)两两不相等. 由定理3.2知,与N0属于同一拓扑共轭等价类的
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规则有8个,其布尔函数真值表分别为:

g1(y) = [0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0];

g2(y) = [1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1];

g3(y) = [1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 1, 1, 1];

g4(y) = [1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1];

g5(y) = [0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0, 0, 1, 0, 1, 1, 0, 1, 0];

g7(y) = [0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0];

g10(y) = [1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1];

g13(y) = [0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0].
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4 细胞自动机的动力学行为

4.1 初等细胞自动机的动力学性质

对一维细胞自动机而言,当我们取状态集为S = {0, 1},其邻域半径r = 1时,
则称为初等细胞自动机. 因此, 每个规则的布尔函数真值表可表示为表4.1. 从
而定义初等细胞自动机的局部规则编号为 N =

∑7
j=0 αj · 2j , αj ∈ {0, 1}, j =

0, 1, · · · , 7. 显然,共有223
= 256个局部规则.这样由真值表4.1可定义256个全局映

射. 为便于讨论,记HN为初等细胞自动机规则N的全局映射. 例如,规则56定义的
全局映射H56为

[70]: 对∀x ∈ SZ ,

[H56(x)]i = xi−1 · x̄i ⊕ x̄i−1 · xi · xi+1,∀ i ∈ Z. (4.1)

表4.1 初等细胞自动机规则的布尔函数真值表

xi−1 xi xi+1 yi

0 0 0 α0

0 0 1 α1

0 1 0 α2

0 1 1 α3

1 0 0 α4

1 0 1 α5

1 1 0 α6

1 1 1 α7

初等细胞自动机全局映射的符号动力学行为的研究在各方面得到了发展,
成果比较丰富.例如,关于加性的、满的、等度连续的(equicontinuous)、正扩张
的(positively expansive)以及置换的(permutive)细胞自动机的 动力学行为分析相
对比较完整[46, 50, 53, 58−60]. 但是,仍然有许多全局映射的符号动力学行为还知之
甚少,尤其是那些具有普适性的细胞自动机.特别值得一提的是,自2002年以来,
L.O.Chua教授等人结合他们的细胞神经网络的研究成果用非线性动力学的思想
对Wolfram的计算机模拟结果给予了一系列数学上的刻画[62−67],极大地推动了人
们在理论上进一步对初等细胞自动机的研究.在此基础上,文[71-75]从符号动力
学角度详细地刻画了Bernoulli规则的动力学性质和混沌性状.下面列出了部分已
知的结论,为方便起见,以下将只选择属于同一等价类中的某个全局映射进行阐
述.

命命命题题题 4.1[70] 256个初等细胞自动机全局映射可分为88个拓扑共轭等价类.
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4 细胞自动机的动力学行为

命命命题题题 4.2[51−53] 对于初等细胞自动机规则15, 30, 45, 60, 90, 105, 106, 150,
154和170,其定义的全局映射在SZ上拓扑混合,且拓扑熵大于0.

命命命题题题 4.3[71−75] Bernoulli规则2, 3, 11, 37, 42和56其定义的全局映射在SZ上拥

有混沌的子系统.

下面,我们详细地刻画Bernoulli规则56和复杂Bernoulli规则 (Complex Bernoulli
rule[65])18在符号空间SZ上的动力学行为.

4.1.1 H56的动力学性质

在有限长度和周期边界条件下,文[63]引入细胞自动机特征函数(characteristic
function)的概念对256个规则进行了数字模拟, 从大量的计算机模拟结果得到规
则56具有两个鲁棒性Bernoulli移位吸引子. 为了形象地说明规则56的Bernoulli移
位特征, 我们给出了其时空演化图(见图4.1、图4.2、图4.3和图4.4). 本节将在双
边无穷的条件下证明此结论,并刻画H56的动力学性质.

图4.1 规则56作用一次细
胞序列向左移动一位

图4.2 规则56作用一次细
胞序列向右移动一位

图4.3 规则56作用下, 左
右移位相互碰撞并导致
字(1, 1)消失

图4.4 规则56作用于随机
选择的细胞序列的演化
图

命命命题题题 4.4 对于全局映射H56, 存在一个子集合Λ ⊂ SZ , 使得当∀x ∈ Λ,
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4 细胞自动机的动力学行为

T56(x) = σ(x)当且仅当∀x ∈ Λ, ∀i ∈ Z 有

x[i−1,i+1] ∈ {(0, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}.

证证证明明明： (必必必要要要性性性) 假设存在Λ ⊂ SZ使得x ∈ Λ有H56(x) = σ(x),即[H56(x)]i =

[σ(x)]i = xi+1, ∀i ∈ Z. 则由(4.1)可知xi−1 · x̄i ⊕ x̄i−1 · xi · xi+1 = xi+1, ∀i ∈ Z.
如果xi = 0, 则xi−1 = xi+1; 如果xi = 1, 则xi−1 · xi+1 = 0. 因此, x[i−1,i+1] ∈
{(0, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}, ∀i ∈ Z.

(充充充分分分性性性) 假设存在Λ ⊂ SZ使得∀x ∈ Λ, ∀i ∈ Z,有 x[i−1,i+1] ∈ {(0, 0, 0), (0, 1, 0),

(0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}. 从而, 由规则56的布尔函数真值表可得[H56(x)]i =

xi+1, ∀i ∈ Z. 因此, [H56(x)]i = [σ(x)]i = xi+1, ∀i ∈ Z. 即H56(x) = σ(x), ∀x ∈ Λ.
证毕.

类似讨论可得

命命命题题题 4.5 对于全局映射H56, 存在一个子集合Λ̃ ⊂ SZ , 使得当∀x ∈ Λ̃,
H56(x) = σ̃(x)当且仅当∀x ∈ Λ̃, ∀i ∈ Z 有

x[i−1,i+1] ∈ {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 0, 1)},

其中[σ̃(x)]i = xi−1为右移位映射.

由命题4.4和命题4.5可得

定定定理理理 4.1 Λ = ΛA和 Λ̃ = ΛB都是有限型子移位,其中

A = {(0, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}

和

B = {(0, 0, 0), (0, 1, 0), (1, 0, 0), (1, 0, 1)}
分别是它们的决定系统.

我们记C = {(0, 0, 0), (0, 0, 1), (0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 0), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}, 则
由规则56的布尔函数真值表可知

引引引理理理 4.1

(1) ΛA

⋃
ΛB ⊆ ΛC ;

(2)对任何x ∈ SZ , H56(x) ∈ ΛC ;

(3)对任何x ∈ ΛC ,若(0, 0) ⊀ x,则x ∈ ΛA ;若(1, 1) ⊀ x,则x ∈ ΛB.

由规则56的时空演化图4.3和图4.4可知
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4 细胞自动机的动力学行为

定定定理理理 4.2 ΛA

⋃
ΛB是H56的全局吸引子,即

⋂
n≥0

Hn
56(S

Z) = ΛA

⋃
ΛB.

证证证明明明： 由引理4.1可知,要证ΛA

⋃
ΛB是H56的全局吸引子,我们只须证对任

何x ∈ ΛC ,若(0, 0)和(1, 1)都是x的字,则x在H56的作用下将趋向于ΛA

⋃
ΛB. 现分

两种情况考虑:

(a) (0, 0)是第一个出现在(1, 1)左边的字. 不失一般性,假设

x[1,2n+4] = (0, 0, 1, 0, · · · , 1, 0︸ ︷︷ ︸
2n

, 1, 1).

据命题4.4和命题4.5,容易验证

[H56(x)][k,k+1] =





(0, 0), 若 k = 2;

(1, 0), 若 k = 3, · · · , 2n + 1;

(1, 1), 若 k = 2n + 2.

因此,我们有(1, 1) ⊀ [Hn
56(x)][1,2n+4].

(b) (0, 0)是第一个出现在(1, 1)右边的字. 同样可设

x[1,2m+4] = (1, 1, 0, 1, · · · , 0, 1︸ ︷︷ ︸
2m

, 0, 0),

则有[H56(x)][k,k+1] = (0, 1), k = 2, · · · , 2m+3.从而有(1, 1) ⊀ [Hn
56(x)][3−n,2m+2+n],

这意味着 lim
n→∞

Hn
56(x) ∈ ΛA

⋃
ΛB.

同时结合引理4.1(2),我们有对任何x ∈ SZ , lim
n→∞

Hn
56(x) ∈ ΛA

⋃
ΛB. 证毕.

由于H56在Λ和 Λ̃上的动力学行为分别等价于有限型子移位 Λ = ΛA和

Λ̃ = ΛB的动力学行为,所以下面我们通过这两个有限型子移位的动力学性质来
刻画H56在Λ和 Λ̃上的动力学性质.

命命命题题题 4.6

(1)与ΛA拓扑共轭的2阶子移位的转移方阵为

A =




1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 1 1 0 0

0 0 0 1 0




;

(2) H56在ΛA上非拓扑混合;
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4 细胞自动机的动力学行为

(3) H56在ΛA上的拓扑熵为log
1

2
(1 +

√
5) ≈ 0.4812.

证证证明明明： (1)由转移方阵的定义2.1不难得到与ΛA拓扑共轭的2阶子移位的转
移方阵为

A =




1 0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 1 1 0 0

0 0 0 1 0




.

(2)易见,对任意正整数n有An的第一行始终是 (1, 0, 0, 0, 0),则据命题2.2(2)得
H56在ΛA上非拓扑混合.

(3)由于两个拓扑共轭的紧致系统具有相同的拓扑熵,同时矩阵A的模最大的

特征值为
1

2
(1 +

√
5), 据命题2.2(1)得有限型子移位ΛA的拓扑熵为log

1

2
(1 +

√
5).

从而,由命题4.4和定理4.1得H56在ΛA上的拓扑熵为log
1

2
(1 +

√
5) ≈ 0.4812. 证毕.

据命题4.6, H56在ΛA上非拓扑混合.但若在集合ΛA中去掉点(0)后, 则H56是

拓扑混合的, 其中(0) = (· · · , 0,
∗
0, 0, · · · ). 事实上, ΛA ′ = ΛA \ {(0)}, 其中A ′ =

{(0, 1, 0), (0, 1, 1), (1, 0, 1), (1, 1, 0)}. 而与子移位ΛA ′拓扑共轭的2阶子移位的转移

方阵为 A′ =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 1 0 0

0 0 1 0




.易见,当n ≥ 6时, (A′)n中的每个元素都非负.同时,

子移位ΛA ′的拓扑熵依旧等于log
1

2
(1 +

√
5).

同理有

命命命题题题 4.7

(1)与ΛB拓扑共轭的2阶子移位的转移方阵为

B =




1 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 1

1 1 0 0 0

0 0 1 0 0




;

(2) H56在ΛB上拓扑混合;

(3) H56在ΛB上的拓扑熵为log
1

2
(1 +

√
5) ≈ 0.4812.
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4 细胞自动机的动力学行为

结合命题4.6与命题4.7,我们可知

定定定理理理 4.3

(1) H56在其全局吸引子上非拓扑混合;

(2) H56在其全局吸引子上的拓扑熵大于0.

由于正拓扑熵蕴涵着Li-Yorke意义下的混沌,而拓扑混合性蕴涵着多种意义
下的混沌,如Devaney意义下的混沌和Li-Yorke意义下的混沌等等. 综上所述,有

定定定理理理 4.4 H56在子系统ΛA ′和ΛB上既具有Li-Yorke意义下的混沌, 又具有
Devaney意义下的混沌. 同时, H56在其全局吸引子上具有Li-Yorke意义下的混沌.

4.1.2 H18的动力学性质

初等细胞自动机规则18定义的全局映射H18如下
[70]: 对∀x ∈ SZ ,

[H18(x)]i = x̄i · (xi+1 ⊕ xi−1),∀ i ∈ Z. (4.2)

命命命题题题 4.8

(1)对∀y ∈ SZ ,若(1, 1, 1) ≺ y,则在H18下y没有原象;

(2)对∀y ∈ SZ , 若存在整数区间I = [i, j]使得y[i,j] = (0, 1, 1, 0, · · · , 0, 1, 1, 0),

则在H18下y没有原象,其中
j−4∑

k=i+4

yk(mod 2) = 1.

证证证明明明： 由规则18的布尔函数真值表得(1)成立. 下面我们将用反证法得
到(2)也成立.

假设x ∈ SZ就是y的原象. 不失一般性, 设I = [0, n], 则y[0,3] = y[n−3,n] =

(0, 1, 1, 0)和
n−4∑
k=4

yk(mod 2) = 1. 由规则18的真值表得 x[0,3] = x[n−3,n] = (1, 0, 0, 1).

同时,由(4.2)得 



y2 = x̄2 · x1 ⊕ x̄2 · x3

y3 = x̄3 · x2 ⊕ x̄3 · x4

· · · · · · · · ·
yn−3 = x̄n−3 · xn−2 ⊕ x̄n−3 · xn−4

yn−2 = x̄n−2 · xn−3 ⊕ x̄n−2 · xn−1.

(4.3)

因此, 我们有
n−2∑
k=2

yk(mod 2) =
n−4∑
k=4

yk(mod 2) = 1. 注意到x̄i · xj ⊕ x̄j · xi = xi ⊕
xj和xi⊕xi = 0,把方程组(4.3)的右边全部相加得 x̄2·x1⊕x2⊕xn−2⊕x̄n−2·xn−1 = 0,
这导致了矛盾. 证毕.
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命命命题题题 4.9 对∀y ∈ SZ , 若(1, 1) ⊀ y, 则在H18下y存在一个原象x ∈ SZ使

得(1, 1, 1) ⊀ x.

证证证明明明：由于(1, 1) ⊀ y,所以yi = 1意味着yi−1 = yi+1 = 0. 从而,有x[i−1,i+1] =

(1, 0, 0)或(0, 0, 1). 不失一般性, 我们假设y[0,n+1] = (1, 0, · · · , 0︸ ︷︷ ︸
n

, 1), n ≥ 1. 显然,

x[−1,1] = (1, 0, 0)当且仅当x[n,n+2] = (0, 0, 1). 现分别考虑

(a) 若x[−1,1] = (1, 0, 0). 取x[−1,n+2] = (1, 0, · · · , 0, 1), 则有 [H18(x)][0,n+1] =

y[0,n+1].

(b) 若x[−1,1] = (0, 0, 1). 令x[2,n−1]使得字(1, 1) 和(0, 0)都不出现, 则可验
证[H18(x)][0,n+1] = y[0,n+1]. 进而, 在上述两种情况中, (1, 1, 1) ⊀ x[−1,n+2]. 至
此,对∀y ∈ SZ ,若(1, 1) ⊀ y,我们可构造y的原象x使得(1, 1, 1) ⊀ x. 证毕.

为讨论方便, 记∆为命题4.8得到的所有没有原象的点组成的集合. 据命
题4.9可知, 若(1, 1) ⊀ y, 则在H18下y的原象有很多, 尤其是可以得到一个由
字(1, 0)和(0, 1)构成的原象x, 使得x ∈ ∆. 在本节下面的讨论中, 记Λ = SZ − ∆.
由于∆是一个开集,则Λ是闭的. 从而有

定定定理理理 4.5 H18(S
Z) = Λ,即Λ是H18的全局吸引子.

另外,文[76]指出若对细胞序列作变换
{

0 −→ (0, 0)

1 −→ (1, 0),
(4.4)

则规则18作用此序列两次得到的结果恰到等于加性规则90作用一次得到的
结果. 为此, 我们先构造新的符号空间S̃Z , 并在此空间上定义距离为(2.1), 其
中S̃ = {00, 10}. 令Λ′为满足下列条件之一的所有双边序列z ∈ SZ组成的集合:
(1) 两个1之间有2k + 1个0, k = 0, 1, 2, · · · ; (2) 对任意i, 有zi = 0; (3) 存在j, 使
得x(−∞,j]与x[j+1,+∞)中一个满足条件(1),另一个满足条件(2).

则由命题4.9得

命命命题题题 4.10 (Λ′, H18)为(SZ , H18)的子系统.

我们定义块映射B和释放映射R如下:

B : SZ −→ S̃Z

x 7−→ y
(4.5)
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其中yi = [B(x)]i =

{
00,若 xi = 0

10,若 xi = 1.

R : S̃Z −→ Λ′

y 7−→ z
(4.6)

其中zi = [R(y)]i =

{
1,若i为偶数且y i

2
= 10

0, 其他
,且Λ′ = R(S̃Z) ⊆ SZ .

易见映射B和R都是同胚映射. 同时,由变换(4.3)可知

命命命题题题 4.11 下图可交换

SZ B //

H90

²²

S̃Z
R // Λ′

H2
18

²²
SZ B // S̃Z

R // Λ′.

从而有

定定定理理理 4.6 (Λ′, H2
18)与(SZ , H90)拓扑共轭.

由于H90的动力学行为已得到深入的研究,得到了许多漂亮的结论,从而结合
命题(4.2)可知

定定定理理理 4.7

(1) H18在Λ′上拓扑混合;

(2) H18在Λ′上的拓扑熵等于log 2;

(3) H18在全局吸引子Λ上的拓扑熵不小于log 2.

4.2 二维细胞自动机的动力学性质

由定理2.4可知二维符号动力系统(SZ2
, σ01)与一维符号动力系统(SZ , σ)之间

是拓扑半共轭的,基于此思想与方法,本节将建立二维细胞自动机全局映射与初
等细胞自动机全局映射之间的拓扑半共轭的关系.为此,我们定义映射如下:

h1 : SZ2 −→ SZ

(xij) 7−→ (x0j)
(4.7)

和
h2 : SZ2 −→ SZ

(xij) 7−→ (x0(j−i)).
(4.8)
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4 细胞自动机的动力学行为

定定定理理理 4.8 二维细胞自动机全局映射与初等细胞自动机全局映射可通
过h1或h2建立拓扑半共轭关系.

证证证明明明： 首先, 通过类似于定理2.4中的证明方法可知h1和h2都是连续的满

射. 下证: 对任何二维细胞自动机全局映射Ti, 可通过h1和h2分别定义一个初等

细胞自动机全局映射. 事实上, 对∀y ∈ SZ , 由于h1为满射, 则存在x ∈ SZ2 , 使
得y = h1(x). 则定义全局映射H为:

H : SZ −→ SZ

y 7−→ h1 ◦ Ti(x)
(4.9)

其中yj = [h1 ◦ Ti(x)]j,∀j ∈ Z.

由于本文采用Neumann邻域,所以由(4.9)定义的映射H即为某个初等细胞自

动机局部规则诱导的全局映射. 从而,下图可交换.

SZ2 Ti−−−→ SZ2

h

y
yh

SZ H−−−→ SZ .

证毕.

这样二维细胞自动机为初等细胞自动机的扩充,而初等细胞自动机则是二维
细胞自动机的因子. 众所周知,动力系统的核心问题是轨道的渐近性质或拓扑结
构,而轨道渐近性质由ω-极限集描述. 一个点在生成它的ω-极限集的同时,也生成
它极小吸引中心和系统的不变测度.虽然拓扑半共轭的两个紧致系统,其动力学
行为可以大不一样,但在拓扑半共轭的条件下也同样可以保持系统的某些拓扑不
变性. 例如,扩充的拓扑熵不小于因子的;文[77]引进了极小覆盖的概念,使得可
以在扩充中找到某个子系统,它与因子在性质上更相近;文[78]也详细地讨论了
拓扑半共轭的动力系统的不动点集、 周期点集、 几乎周期点集、 ω-极限集、
非游荡点集等之间的关系.这样,据定理4.8,上述结论都可应用到对二维细胞自
动机全局映射的研究中. 特别地,由于大部分初等细胞自动机全局映射的拓扑熵
已得到计算或估计,这给估计二维细胞自动机全局映射的拓扑熵带来了极大的方
便.

若我们将拓扑半共轭映射h1和h2限制在某个集合上,则可得h1和h2为拓扑共

轭映射. 为此,定义SZ2
的子集如下:

Λ1 = {x = (xij) ∈ SZ2 | xij = x0j,∀(i, j) ∈ Z2}; (4.10)
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4 细胞自动机的动力学行为

Λ2 = {x = (xij) ∈ SZ2 | xij = x0(j−i),∀(i, j) ∈ Z2}. (4.11)

那么有

命命命题题题 4.12 h1|Λ1和h2|Λ2都是同胚映射.

至此,我们就可通过初等细胞自动机全局映射的动力学性质粗略的得到二维
细胞自动机全局映射的动力学性质.

实实实例例例 考虑初等细胞自动机规则18,由定理4.8可知全局映射

T1 : SZ2 −→ SZ2

(xij) 7−→ (x̄ij · (x(i+1)j ⊕ x(i−1)j))
(4.12)

和
T2 : SZ2 −→ SZ2

(xij) 7−→ (x̄ij · (xi(j+1) ⊕ x(i+1)j))
(4.13)

都是与H18拓扑半共轭的. 据命题4.12得(Λ1, T1)和(Λ2, T2)分别与(SZ , H18)是拓

扑共轭的. 这样定理4.7中的结论在(Λ1, T1)和(Λ2, T2)中也完全成立. 特别地,
(SZ2

, T1)与(SZ2
, T2)的拓扑熵不小于log 2.

4.3 普适细胞自动机规则

早在1930年代,人们就发现了各种计算系统之间由于可以相互模拟所带来的
等价性. 于是,人们猜想也许自然中的一切计算都不会超过人们发明的各种计算
模型所能及的范围.这个猜想被称为丘奇—图灵论题(Church-Turing Thesis)[79, 80],
即: 任何一种可有效计算过程就是图灵机可计算的过程. 反过来说,图灵机可计
算性就是有效计算的定义.因为任何一个计算过程都可以用图灵机来计算,所以
人们又称图灵机是一类具有普适计算性,简称普适性的系统.那么,任何一类可模
拟所有图灵机的计算系统也是一类具有普适性的系统(universal computation). 普
适性是一个非常重要的概念,它意味着各个不同系统之间的某种本质上的等价关
系.

在细胞自动机这个大类里面, 也存在着普适细胞自动机, 它具有普适图灵
机的计算能力, 与图灵机等价, 也就是说给定适当的初始条件,它能够模拟任何
一种计算机. 其中, 最著名的普适细胞自动机为Conway于1970年提出的生命游
戏[43](game of life), 它是一个二维细胞自动机.生命游戏是具有产生动态图案和
动态结构能力的细胞自动机模型,它能产生丰富的、有趣的图案.这些图案包含
着3类基本结构:
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4 细胞自动机的动力学行为

第第第一一一类类类: 在迭代过程中,细胞群不会改变其状态(形状);
第第第二二二类类类: 在迭代过程中,细胞群会在有限的迭代次数内周期循环其状态(形状),最
著名的代表就是所谓的“闪光灯”(blinker)(如图4.5所示);
第第第三三三类类类: 是第二类的延伸, 除了会周期循环其状态(形状)之外, 还会稳定地移动,
最有名的代表就是所谓的“滑翔机”(glider)(如图4.6所示).

像滑翔机这种会移动并维持形态的结构,似乎能够在生命游戏中扮演传递讯
号的角色.能够产生滑翔机的生命游戏,代表着它具有讯号储存与讯号传递的功
能,而讯号的储存与传递是生物演化机制的重要特征,也是建构一台计算机的必
要条件.同样地, Conway也指出,飞行的滑翔机可以想像成川流不息的位元,滑翔
机若能与其他滑翔机做巧妙的结合,便可以做符号运算.例如滑翔机的碰撞相当
于逻辑门,入射机群为输入,而碰撞后的碎片为输出, Conway用数学去证明生命
游戏在逻辑上,足以涵盖多用途数位计算机的全部功能.

oo //

图4.5 生命游戏演化中一种闪光灯,即为周期2的循环形状

// //

wwoooooooooooooooooooooooooo

// //

wwoooooooooooooooooooooooooo

// //

图4.6 生命游戏演化中一种滑翔机,即为周期20的循环形
状,同时向方格的右下角进行滑翔
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4 细胞自动机的动力学行为

另外, 在初等细胞自动机中, Wolfram的助手Mathew Cook证明了ECA规
则110是具有普适性的, 这是目前为止最简单的支持普适计算的系统. 值得注
意的是: 证明规则110是普适的方法非常奇特.它并不像其它证明普适性的方法
那样从底层规则做起, 而是通过观察规则110涌现出的花纹上的规律出发的. 因
此,这是一种异常艰难的,从图形出发的证明方法. 下面展示了规则110在一个随
机的初始条件下的演化情况, 见图4.7. 从其演化图中可以看出它拥有大量的类
似“滑翔机”(glider-like)的结构, 从符号动力学角度讲就是一些左移位和右移位.
这些滑翔机在同一个背景(ether,也称“以太”)上进行移动,其中大部分向左移动.
由于它们移动的方向和速度不尽相同, 所以会出现很多碰撞(collision). 这些碰
撞有的导致新滑翔机的生成,有的则消失于背景中了. 另外,局部的细胞群会相
互作用而产生滑翔机或者新的结构—“滑翔枪”(glider gun). 这样,规则110的演化
不像ECA规则90那样混乱一片,也不像ECA规则56那样只有左右两种移位,更不
像ECA规则136那样在短时间内进入平稳状态.

图4.7 ECA规则110作用在随机选择的细胞序列的演化图

37



4 细胞自动机的动力学行为

命命命题题题4.13[69] 初等细胞自动机规则110具有普适性.

已知规则110的全局映射为[H110(x)]i = xi ⊕ xi+1 ⊕ xi · xi+1 ⊕ xi−1 · xi · xi+1,
∀x ∈ SZ , ∀i ∈ Z. 由定理4.8可知,在二维细胞自动机中我们可以找到规则N ,使
得TN与H110拓扑半共轭.进一步,我们构造二维细胞自动机全局映射如下:

T : SZ2 −→ SZ2

x 7−→ T (x)
(4.14)

其中[T (x)]ij = xij ⊕ xi(j+1) ⊕ xij · xi(j+1) ⊕ xi(j−1) · xij · xi(j+1), ∀ (i, j) ∈ Z2.

T ′ : SZ2 −→ SZ2

x 7−→ T ′(x)
(4.15)

其中[T ′(x)]ij = xij ⊕ xi(j+1) ⊕ xij · xi(j+1) ⊕ x(i+1)j · xij · xi(j+1), ∀ (i, j) ∈ Z2.

由(4.14)和(4.15)可知,全局映射T和T ′的布尔函数真值表分别为:

bT = [0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0]

和

bT ′ = [0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0, 0, 0, 1, 1, 1, 1, 0, 0],

则相应的规则编号为NT = 1023163644和NT ′ = 1010629884.

定定定理理理 4.9 二维细胞自动机NT = 1023163644和NT ′ = 1010629884都是普适细

胞自动机.

证证证明明明： 由命题4.11和命题4.12可得, (Λ1, hi)与(SZ , H110)是拓扑共轭的, 其
中i = 1, 2. 由于拓扑共轭的两个系统可以看作同一个系统,因此二维细胞自动机
规则NT = 1023163644和NT ′ = 1010629884都具有普适性. 证毕.

类似于第3.3节中实例的办法,通过同胚映射T , T
UD , T

LR
和T

D
我们可以找到

与上述普适细胞细胞自动机规则拓扑共轭的规则.具体地,这2个拓扑共轭等价类
为

S1 = {1023163644, 1072709616, 1515911930, 1600123120,

2694882725, 3234054339, 4026789891, 4042261765}
与

S2 = {267452400, 268431600, 1010629884, 1061155056,

1526356730, 1609588720, 2054847098, 2088533116,
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2695209125, 2711724449, 3233858499, 3250700737,

4026593295, 4026920965, 4042260495, 4042261251}.

定定定理理理 4.10 等价类S1与S2中的规则都是二维普适细胞自动机规则,共24个.

4.4 模拟

本节将选取普适细胞自动机规则NT = 1023163644, 对其演化进行数字模
拟, 选用的数学软件为Mathematica 6.0. 为讨论方便, 我们先给出以下记号.
二维细胞自动机满足周期边界条件, 有m × n个细胞组成, 每个细胞记为Cij

(i = 1, · · · ,m, j = 1, · · · , n). 所以,在形式上此细胞自动机每步的演化状态都是
一个m × n阶矩阵,记为C = [α1, · · · , αn]T ,其中αi是m维行向量, i = 1, · · · , n. 我
们用黑色方格代表状态“1”,白色方格代表状态“0” (见图4.8). 每个图中箭头上的
“τ = k”意味着从初始状态到箭头所指状态所需迭代的次数,其中k为正整数.

图4.8 二维细胞自动机的一个初始状态

观观观察察察1 规则演化在垂直方向上独立.

由(4.14)可知,细胞Cij在下一时刻的取值只取决于其左、右两个邻居Ci(j−1)与

Ci(j+1)在此刻的取值,而与其上、下两个邻居无关.这意味着α1, · · · , αn是相互独

立的. 如果我们把每个αi看作是讯号,则此规则只能向水平方向传递讯号,而垂直
方向上无不干扰(见图4.9). 这样,由于ECA规则110是普适的,即等价于普适图灵
机,则一个二维细胞自动机规则NT可定义m个独立的普适图灵机.这或许为并行
信息处理和并行计算等提供了些许帮助.
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图4.9 α1, α2, · · · , α9之间互相独立进行演化,互不干扰

观观观察察察2 几乎没有固定结构的细胞群.

在初等细胞自动机中,规则110的唯一不动点为每个细胞都取状态“0”. 由观
察1知,在规则NT的迭代过程中,只有每个细胞都是白色才能使得其形态不发生
改变.同时,当我们考察初始状态C中某个细胞群时,其演化会类似蠕动的毛毛虫,
不断向水平方向延伸(见图4.10). 从而,要形成类似与生命游戏的闪光灯和滑翔机
只能考虑整个水平方向上的细胞,而不可能是局部的某个细胞群.
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图4.10 规则NT作用于某个初始状态,其演化图类似于
蠕动的毛毛虫,不断向水平方向延伸; 实质上此过程为
周期144的循环结构
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观观观察察察3 共振现象.

由图4.11可知, 初始状态中每个αi都属于这棵吸引树(basin tree), 其中圆圈
里的整数为细胞序列所对应的十进制编码, s1©−→ s2©表示细胞序列s1通过规

则110迭代一次后到细胞序列s2. 因此,在迭代到一定时刻,演化图将出现共振现
象(见图4.12).
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图4.11 ECA规则110在细胞长度为10的吸引树

观观观察察察4 周期服从幂律.

在初始状态C中,若αi与αj属于两棵不同的吸引树,则C的周期将有可能取到

这两棵吸引树周期的最大公倍数(见图4.13). 另外, ECA规则110的周期是服从幂
律的,则规则NT的周期也将服从幂律.
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图4.12 初始状态中α1, α3, α5和α7, α9在迭代5次后分
别都达到同步,即出现共振现象
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图4.13 在ECA规则110作用下, α2的周期为3, α4的周
期为7,从而初始状态C在规则NT作用下周期为21
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图4.14 规则NT在随机初始条件下的演化图
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这里, 我们将分别给出规则NT和生命游戏在随机初始条件下的演化图(见
图4.14和图4.15). 对于生命游戏,如果用心注视,计算机屏幕上活跃着各种动作,
就好像用显微镜观察一滴池塘水所见到的微生物一样. 开始的时候,可以让屏幕
上随意散布着活细胞(黑色方格),然后就会看到它们自我组织成各式各样连贯性
的结构. 有的会滚动,有的好像野兽呼吸一般来回震荡,有某个群活细胞以固定的
速度滑过屏幕,还有某些细胞群会稳定的发射出新的滑翔机,以及其他结构不动
声色的把滑翔机吃掉.但是在规则NT条件下,我们只会看到整个屏幕不停的闪烁
着,杂乱得几乎没有任何周期的演化现象.从全局来看,在迭代过程中,整个细胞
自动机都水平的往左移动.

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

τ=121
²²

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

τ=198
²²

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

τ=439

OO

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

τ=276//

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

10 20 30 40 50

10

20

30

40

50

τ=327

OO

图4.15 生命游戏在随机初始条件下的演化图
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5 总结与展望

5.1 总结

本文借助二维符号动力系统的思想和方法研究了二维细胞自动机的拓扑共

轭分类与普适细胞自动机的构造.在第1章绪论中, 我们简要回顾了符号动力学
和细胞自动机的基本理论和研究现状.随后,在第2章中,我们建立了二维符号动
力系统中8种移位映射之间的拓扑共轭关系,详细地研究了其动力学性质, 尤其
是证明了其拓扑熵为+∞. 由此证明二维符号动力系统与一维符号动力系统是
两类本质不同的符号动力系统.同时,我们也证明了这两类系统之间的半共轭关
系.基于以上思想和结论,我们将具有Neumann邻域和状态集{0, 1}的二维细胞自
动机选作研究对象.在第3章中,我们首先将二维细胞自动机与二维符号空间建立
联系,定义了225

= 4294967296个全局映射. 随后,我们根据Neumann邻域的平面
结构和细胞自动机的特点,构造了四个同胚映射T , T

UD , T
LR
和T

D ,通过它们实现
了所有全局映射的拓扑共轭分类. 进一步,我们认为上述分类所得的共轭类数目
是最小的. 由于本文讨论的全局映射数目较大,用人工进行分类其所需的计算量
相当之大.因此,在第3.3节我们把上述共轭分类进行了程序化设计,从而大大提
高了分类的效率.特别地,我们可以十分快捷找到与给定规则属于同一共轭类的
全部元素.在第4章中,我们考虑了全局映射的动力学性质. 本章首先列举了关于
初等细胞自动机的部分结论,并从符号动力学的角度分析了初等细胞自动机规
则56和18的动力学性质. 进而,我们建立了二维细胞自动机与初等细胞自动机之
间的拓扑半共轭关系.虽然拓扑半共轭的两个紧致系统,其动力学行为可以大相
径庭,但在拓扑半共轭的条件下也同样可以保持系统的某些拓扑不变性,尤其是
扩充的拓扑熵不小于因子的. 另一方面,由于大部分初等细胞自动机全局映射的
拓扑熵已得到计算或估计,这样就给估计二维细胞自动机全局映射的拓扑熵带来
了极大的方便.在此,我们还借用半共轭的思想,通过两个半共轭映射得到了24个
二维普适细胞自动机规则.同时,我们给出了其中一个普适规则的数字模拟结果,
发现其演化情况与著名的“生命游戏”大不相同.

5.2 展望

相对于一维符号动力系统,人们对二维符号动力系统的动力学性质的研究还
远不充分,所获结果也显得零星,其理论还有待建立. 本文的结果还是初步的,尚
有大量的值得进一步研究的课题,尤其是有限型子移位拓扑熵的计算或估计.例
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5 总结与展望

如,当两个转移方阵都为

(
1 1

1 0

)
时,由其决定的有限型子移位的拓扑熵到目前

还没解决. 值得注意的是,在二维符号动力系统中提出的很多问题都是非常困难
的,远比一维的情况要复杂与艰难.当然,在一维符号动力系统中,目前也仍面临
大量的有待解决的问题,尤其是一般性子移位的动力学性质的刻画.

本文实现了所有全局映射的拓扑共轭分类,并通过初等细胞自动机全局映射
的动力学性质粗略得估计了二维细胞自动机全局映射的动力学性质. 但是,从符
号动力系统角度,全面、细致地刻画二维细胞自动机全局映射动力学行为的结论
很少. 同时,在初等细胞自动机中,还有部分全局映射的动力学性状有待解决. 例
如,普适规则110,其符号动力学性状还远没解决. 因此,如何进一步挖掘这些全局
映射的动力学性质(如周期点、拓扑熵、混沌性状等等)无疑是一个非常有意义
且又是极具挑战性的课题.另外,本文得到了24个普适细胞自动机,并进行了数字
模拟. 我们发现规则NT = 1023163644具有并行信息处理的能力,但是如何将理论
应用于实际模型还有待进一步深入研究.
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