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Resumen

En el presente documento se desarrolla la primera parte de una investigacién que comprende
el andlisis de las maquinas de Turing y el fenémeno de la universalidad como sistemas dindmi-
cos discretos. Con este propésito, buscamos crear una relacion entre las maquinas de Turing
y los autématas celulares, de manera tal que estos tltimos (los autématas celulares) puedan
comportarse como las maquinas de Turing. El trabajo terminal tiene como fines 1iltimos la cons-
truccién de un autémata celular computacionalmente universal y el esbozo de una taxonomia
que clasifique a las maquinas de Turing.

Los resultados que aqui se presentan incluyen el marco tedrico, que contiene la definicién
formal de los conceptos necesarios para el desarrollo del trabajo; el estado del arte, en donde se
exponen varios trabajos que se relacionan con nuestro proyecto o bien, que contienen resultados
y observaciones que proporcionan un enfoque distinto al que nosotros hemos desarrollado para
tratar conceptos semejantes; la descripcion de la metodologia que se utilizard, en donde se
especifican las actividades que realizaremos a lo largo de esta investigaciéon y finalmente los
avances, en donde se muestra la documentacién de las herramientas que hemos desarrollado y
el analisis de una maquina de Turing cldsica que nos ha llevado a la formulacion de un algoritmo
capaz de calcular un autéomata celular equivalente a una maquina de Turing arbitraria.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1936, Alan Mathison Turing desarrollé la conocida mdquina de Turing como modelo para
reconocer cualquier lenguaje formal a través de un procedimiento efectivo. Basicamente, este
dispositivo es una maquina de estados finitos que dispone de una cinta de longitud infinita en la
que se pueden leer y escribir datos. La maquina de Turing es lo suficientemente simple como para
que podamos representar su configuracion de manera precisa, utilizando una notacion sencilla.
La capacidad de estas maquinas para el reconocimiento de lenguajes formales les concede el
mismo potencial para la resolucion de problemas que una computadora actual, pues podemos
plantear todos los problemas computables como una cuestién acerca de si un problema pertenece
0 no a un lenguaje determinado.

La teoria de los sistemas dinamicos describe en términos generales la forma en la que pueden
cambiar los sistemas, qué tipos de comportamientos macroscépicos son posibles y qué tipo de
predicciones sobre su evolucién pueden realizarse, proporcionando un conjunto de herramientas
para su estudio y andlisis. Los sistemas dindmicos comprenden casi cualquier tipo de sistema
imaginable, y pueden desarrollarse en tiempo y espacio continuos y discretos. Un muy claro
ejemplo de este tipo de sistemas en tiempo y espacio discretos son los autématas celulares.

Desde su creacion hace mas de 80 anos, las maquinas de Turing han sido estudiadas a través
de sus descripciones instantdneas (es decir, la configuracién global de la méquina en un paso
de tiempo especifico durante el proceso en el que resuelve si una cadena pertenece o no a un
lenguaje determinado). Es por ello que, en el presente Trabajo Terminal, se propone utilizar
un nuevo enfoque para su estudio, concibiéndolas como sistemas dindmicos discretos.

El presente documento comprende el desarrollo y los resultados de una investigacion cuyo
punto de partida es la consideracion de las maquinas de Turing como sistemas dinamicos dis-
cretos y cuyos objetivos se concentran en las hipotesis planteadas; Eziste un algoritmo tal que,
tomando como entrada la descripcion formal de una mdquina de Turing arbitraria, devuelve
como resultado un automata celular capaz de simular a dicha mdquina y Puede obtenerse un
automata celular universal a través de la aplicacion del algoritmo anteriormente mencionado a
una maquina de Turing universal.

En primer lugar se abordo la problemética de la representacién de las maquinas de Turing
que, como fué mencionado con anterioridad, han sido estudiadas a través de sus descripciones
instantaneas. Para ello se desarrollé una aplicacién de escritorio capaz de desplegar la dinamica
en dos dimensiones de cualquier maquina de Turing que lee una cadena de entrada. Dicha apli-
cacion cuenta también con un conjunto de herramientas para el andlisis de su comportamiento.

A continuacién se analizo una maquina de Turing en particular, logrando obtener de ella
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un autémata celular equivalente. Dicho automata celular fue 1til a su vez para desarrollar un
algoritmo general, tal que, tomando como entrada la descripcién formal de una méquina de
Turing, produjera como salida la especificacién de las reglas de un autémata celular equivalente
a dicha maquina, comprobando la primera hipdtesis.

El algoritmo general fue modificado para producir autématas celulares mas pequenos y pos-
teriormente utilizado para obtener un autémata celular computacionalmente universal (com-
probando asi la segunda hipétesis). Para ello fueron consideradas las maquinas de Turing uni-
versales deterministicas de una cinta mas pequenas que se han encontrado. El analisis de dichas
maquinas se incluye como parte de la investigacion.

Ing. en sistemas computacionales 2 Trabajo Terminal I



Capitulo 2

Estado del arte

2.1. Autdématas celulares y reconocedores conectados en
una direccion

Los reconocedores conectados en una direccién son un modelo que utiliza los autématas
celulares para el reconocimiento de lenguajes. Un autémata celular conectado en una direccién
es un autémata celular de una dimension en el que el tnico vecino de una célula es la célula
inmediatamete a su izquierda. Formalmente, una célula o celda conectada en una direccién, C,
es una dupla C = (Q, ), en donde Q es un conjunto finito no vacio de estados y 6 : Q* — Q es
la funcién de transicién.|7]

Un autémata celular conectado en una direccién Z es una tupla de tres elementos (C, Qr, #),
en donde C' = (Q,0) es una celda, @ C @ es un conjunto de estados de entrada, y # € @ es
el simbolo especial que marca el limite. La funcion de transicién esta limitada de manera que
d(p,q) = # si y solo si p = #, para una q arbitraria, tal que, g € Q. [7]

Un reconocedor conectado en una direccién es un par M = (Z,Q4a), en donde Z es un
autémata celular conectado en una direccion y Q4 C @ es un conjunto de estados de aceptacién.
M acepta una cadena w € (Q — #) si M tiene una configuracién inicial #™w#™, v en algtn
paso de tiempo, la celda mas a la derecha en M diferente de #, la celda de aceptacion, entra en
un estado dentro de Q5. El conjunto de cadenas aceptadas por M define su lenguaje L. Es un
problema abierto conocer si los reconocedores conectados en una direccién pueden reconocer
los lenguajes libres de contexto [7].
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Figura 2.1: Reconocedor conectado en una direccién que reconoce las cadenas de paréntesis
balanceados

2.2. Autématas moviles

En su libro A new kind of science[6], publicado en 2002, Stephen Wolfram se pregunta qué
tanto depende la capacidad de los autéomatas celulares para generar comportamiento complejo
de su caracteristico procesamiento en paralelo. Para responder a esto, propone un modelo cuyo
procesamiento se realiza una casilla a la vez, al que llama autématas moéviles. Los automatas
moviles son similares a los autématas celulares, excepto que, en vez de actualizar todas sus
celdas en paralelo, tienen una sola celda activa que se actualiza en cada iteracién y que, como
lo especifica una regla, se mueve de una posicién a otra en el siguiente paso. La celda activa
puede leer su estado y el de sus vecinos inmediatos.[6]

De entre varios miles de automatas méviles, muy pocos presentan comportamiento complejo,
por lo que Wolfram expone también un modelo generalizado de estos autématas en el que una
celda activa puede generar dos celdas activas y describe que el comportamiento complejo surge
casi unicamente cuando hay muchas de estas, permitiendo concluir que el comportamiento
complejo se encuentra con una frecuencia mucho mayor en modelos que se procesan en paralelo.

Ing. en sistemas computacionales 4 Trabajo Terminal I
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Figura 2.2: Ejemplo de autémata mévil [6]

2.3. Representaciéon de las maquinas de Turing en dos
dimensiones

En la misma obra, Wolfram aborda las maquinas de Turing para analizar qué clase de
comportamientos pueden generar. Para ello las representa en dos dimensiones tal y como lo
hace con los autématas méviles. La celda a la que apunta el cabezal de la maquina de Turing
funge como la celda activa de un autémata moévil. Ademas, existe un simbolo especifico para
cada estado de la maquina. Este se ilustra por encima de la celda a la que apunta.

Wolfram observa que las maquinas con dos y tres estados, por lo general, producen compor-
tamientos bastante sencillos, pero un cuarto estado lleva a la generacién de comportamiento
mas complejo. Sin embargo, el anadir aiin méas estados no aumenta el nivel de complejidad de
las maquinas.

Ing. en sistemas computacionales 5} Trabajo Terminal I
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Figura 2.3: Representacion de una maquina de Turing en dos dimensiones[22]

2.4. Autématas celulares universales pequenos

2.4.1. El juego de la vida

En 1970, el matematico John Conway formul6 un autémata de dos estados (en dos dimen-
siones y con una vecindad de 8 vecinos) capaz de realizar cémputacién universal. Este lo llamé
juego de la vida debido a la forma en la que enuncié su regla de evolucion.

Denotando las células en 1 como wivas y las células en 0 como muertas, Conway definié
la regla en términos de procesos vitales: nacimiento, una célula muerta con extactamente tres
vecinos vivos cobra vida en el siguiente paso de tiempo; supervivencia, una célula viva con dos
o tres vecinos vivos se mantiene viva; soledad, una célula viva con menos de dos vecinos vivos
muere y una célula muerta con menos de tres vecinos vivos permanece muerta y sobrepoblacion,
una célula viva o muerta con mas de tres vecinos vivos muere o permanece muerta.

Conway formuld este autémata celular mientras buscaba una regla que produjera compor-
tamiento interesante (o quiza comportamiento que emulara al de los seres vivos).

Conway esboz6 una prueba de que su autémata celular podria simular una computadora
universal. Es decir, que dada una configuracion que codifique un programa y la entrada para el
mismo, FEl juego de la vida o Life podria ejecutar dicho programa con esa entrada, produciendo

Ing. en sistemas computacionales 6 Trabajo Terminal I
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un patron que representara la salida del programa. La prueba de Conway consistié en mostrar
cémo algunas de las estructuras que se observan en el autémata pueden ajustarse para confor-
mar las compuertas logicas and, or y not, que combinadas pueden construir una computadora
universal.

2.4.2. Capacidad de la regla 110 para simular una maquina de Tu-
ring

El autémata celular conocido como regla 110 de acuerdo con la numeracién establecida por
Wolfram en [6] es un autémata celular elemental que funciona de acuerdo con la regla que
aparece en la figura 2.4. Un autéomata celular elemental cuenta con un espacio de evoluciones
de una sola dimension infinito hacia ambas direcciones. Ademas, las celulas evolucionan de
acuerdo con una funcién que las considera tinicamente a si mismas y a sus vecinos inmediatos.
Es decir, la vecindad estd formada de sélo tres elementos.

[T T{—=[1e _ EEENL
HE B4 E HE-N
H EEd B B4 E
H B4 § -

Figura 2.4: Descripcién de la regla 110. [6]

En 1985, Wolfram conjeturé que la regla 110 era computacionalmente universal, pero esto
no fue probado sino hasta 2004 en [9] por Matthew Cook. Para simular una maquina de Turing,
este autémata celular tiene que simular primero un sistema Tag ciclico [8]. El sistema tag ciclico
a su vez puede simular un sistema Tag tradicional, mismo que tiene la capacidad de simular
una maquina de Turing como lo muestra Matthew Cook en [9].

2.5. Autématas celulares que simulan maquinas de Tu-
ring
2.5.1. La nocion de computacion

En la seccién 5 del capitulo 11 de su libro, A new Kind of Science [6], Wolfram muestra un
conjunto de técnicas para construir un autémata celular a partir de una maquina de Turing. Si
una maquina de Turing de s estados posee un alfabeto de k elementos, éste puede ser simulado
por un autémata celular de k(s + 1) colores.

2.5.2. Espacios celulares simples computacionalmente universales

En [19], Alvy Ray Smith explora el fendmeno de la universalidad en los espacios celulares
unidimensionales, probando que basta un arreglo infinito de una sola dimensiéon para encontrar
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ejemplos de universalidad. Smith afirma a su vez que la reduccién de estados y de vecindades
resulta particularmente sencilla para este modelo.

Smith utiliza como medida del tamano de los autématas el producto del niimero de estados
en los que cada celda puede estar, p y la cantidad de vecinos que considera cada celda para
evolucionar, q. Es decir, pq.

A lo largo de su publicacién, Smith encuentra una gran cantidad de autéomatas celulares
universales con diferentes combinaciones de estados y vecinos, mismos que difieren a su vez en
el tiempo que tardan en simular una maquina de Turing. El autémata mas pequeno que Smith
encuentra tiene un nimero de vecinos, p = 9 y un nimero de estados, ¢ = 4, dando una medida
pq = 36

2.5.3. Simulacion de autématas celulares por autématas celulares

En [20], Jurgen Albert muestra que todo autémata celular con dos vecinos puede ser si-
mulado por un autémata celular conectado en una sola direccion. También muestra que puede
ser simulado por un autémata celular totalistico. Es decir que su evolucion depende sélo de la
suma de los valores de sus vecinos y no del estado especifico de cada uno de estos.

Albert prueba también que se puede disenar un autémata celular de 14 estados capaz de
simular cualquier autémata celular totalistico conectado en una sola direccién con cualquier
entrada. Dicho autéomata, por consecuencia, puede simular cualquier autémata celular y por lo
tanto es universal.

Por tdltimo, Albert considera los resultados obtenidos por Smith y plantea la existencia de
autéomatas celulares universales de 18 estados para maquinas de Turing universales de parejas
de estados y simbolos (6,6) y (7,4). Dichos autématas pueden ser utlizados para calcular un
autéomata celular universal, totalistico y conectado en una sola direccion.

2.5.4. Computacién universal en automatas celulares unidimensio-
nales simples

En [21], Kristian Lindgren expone la construccién de un autémata celular universal uni-
dimensional de siete estados y radio, » = 1. Para lograrlo, éste deja de utilizar cada simbolo
de la cinta de la maquina de Turing y cada estado del cabezal como simbolos independientes
en el automata celular como habia sucedido en los trabajos de Smith y Albert. En su lugar
utiliza simbolos que representan tanto un estado como un simbolo de cinta. Para diferenciarlos,
Lindgren utiliza uno y solo un simbolo auxiliar que representa el movimiento del cabezal. El
trabajo de Lindgren, a diferencia de los expuestos en las secciones anteriores, no puede genera-
lizarse, pues como €l mismo menciona, la construccién del autémata es un trabajo nada trivial.
En el autémata celular disenado en este trabajo, las representaciones de los simbolos que se
encuentran en la cinta de la maquina estan separados por un fondo periddico. Ademas, las
configuraciones deben tener el espacio suficiente para que las particulas estaticas no entren en
contacto mientras el cabezal las modifica.
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2.6. Maquinas de Turing universales

Turing probd que puede construirse una maquina de Turing Universal que puede emular el
funcionamiento de cualquier maquina de Turing. [1]

Claude Shannon mostré en 1956 que 2 colores eran mas que suficientes para construir una
méquina de Turing universal siempre y cuando se usara un ntumero suficiente de estados [6].
Asimismo, demostré por reduccion al absurdo que es imposible la existencia de una méaquina de
Turing Universal que sélo tenga un estado [15]. En 1962 Marvin Minsky propuso una maquina
de Turing en un “sistema Tag”. Estos sistemas consisten en una secuencia de elementos, cado
uno coloreado blanco o negro. Las reglas del sistema especifican en cada paso un nimero de
elementos que deben ser removidos del inicio de la secuencia. Y luego, dependiendo de los
colores de esos elementos, uno de estos posibles bloques es etiquetado al final de la secuencia.
Poco se publicé sobre maquinas universales pequenas después de los resultados de Minsky.
Sin embargo, siguiendo la misma idea de simulacién de sistemas Tag, entre los 80’s y los 90’s
Yurii Rogozhin encontré ejemplos de maquinas universales con las combinaciones de ntimeros
de estados y colores siguientes: (24,2), (10, 3),(7,4), (5,5), (4,6),(3,10), y (2, 18) [6].
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Capitulo 3

Marco teorico

3.1. Teoria de autématas y lenguajes formales

La teoria de autéomatas es el estudio de dispositivos de calculo abstractos, i.e. de las “maqui-
nas”. En las décadas de los anos cuarenta y cincuenta, una serie de investigadores estudiaron las
maquinas mas simples, las cuales todavia hoy denominamos “autématas finitos”. Originalmente,
estos automatas se propusieron para modelar el funcionamiento del cerebro y, posteriormente,
resultaron extremadamente ttiles para muchos otros propdésitos. [14]

Los automatas son esenciales para el estudio de los limites de la computacién y existen dos
factores importantes a este respecto:

= ; Qué puede hacer una computadora? (decidibilidad).

= ;Qué puede hacer una computadora de manera eficiente? (intratabilidad).

3.1.1. Autdématas

Para definir formalmente un autémata, daremos antes una serie de conceptos fundamentales
para su comprension.

» Alfabeto ( ¥ ). Es un conjunto de simbolos finito y no vacio. [14]

» Cadena de caracteres (palabra). Es una secuencia finita de simbolos seleccionados de
algtin alfabeto.

» Cadena vacia (¢ ). Es aquella que presenta cero apariciones de simbolos.

= Longitud de una cadena. Es el niimero de posiciones ocupadas por simbolos dentro de la
cadena.

= Potencias de un alfabeto. Si ¥ es un alfabeto, podemos expresar el conjunto de todas las
cadenas de una determinada longitud de dicho alfabeto utilizando una notacién exponen-
cial. Definimos Y* para que sea el conjunto de las cadenas de longitud k, tales que cada
uno de los simbolos de las mismas pertenece a ..

= Y*. Representa el conjunto de todas las cadenas de un alfabeto ..

10
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» ¥F. El conjunto de cadenas no vacias del alfabeto 3.

» Concatenacion de cadenas. Sean x e y dos cadenas. Entonces, xy denota la concatenacion
de x e y.

» Lenguaje ( L ). Es un conjunto de cadenas, todas ellas seleccionadas de un >*, donde X
es un determinado alfabeto. Si 3 es un alfabeto y L C ¥* entonces L es un lenguaje de

3.

= Problema. En la teoria de autématas, es la cuestién de decidir si una determinada cadena
es un elemento de un determinado lenguaje, i.e., dada una cadena 2 de X*, decidir si w
pertenece o no a L.

Autématas finitos

El tipo de lenguajes conocidos como “lenguajes regulares” pueden describirse mediante un
autémata finito. Un autémata finito tiene un conjunto de estados y su “control” pasa de un
estado a otro en respuesta a las “entradas” externas. Una de las diferencias fundamentales entre
las clases de automatas finitos es si dicho control es “determinista”, lo que quiere decir que el
automata no puede encontrarse en mas de un estado a un mismo tiempo, o “no determinista”,
lo que significa que si puede estar en varios estados a la vez. [14] A continuacién se descri-
bird la versiéon determinista, ya los lenguajes que reconocen son los mismos que la versiéon no
determinista.

Autématas finitos deterministas

El término “determinista” hace referencia al hecho de que para cada entrada sélo existe
uno y sélo un estado al que el automata puede hacer la transicion a partir de su estado actual.
Un automata finito determinista puede representarse como una quintupla de la forma A =
(@Q,%,6,q, F) en donde:

= () es un conjunto finito de estados.

= X es un conjunto de simbolos de entrada.

0 es una funcién de transicién que toma como argumentos un estado y un simbolo de
entrada y devuelve un estado.

= ¢y es un estado inicial dentro de Q).
= F es un conjunto de estados finales o de aceptacion.

Definimos el lenguaje del AFD como el conjunto de cadenas que acepta. Para saber si
una cadena pertenece a dicho lenguaje, comenzaremos con el AFD en el estado inicial, gq.
Consultamos la funcién de transiciéon d, por ejemplo §(qo,a;) = ¢ para hallar el estado al
que pasara el AFD A después de procesar el primer simbolo de entrada a;. A continuacién
procesamos el siguiente simbolo de entrada, as, evaluando §(qq, az); supongamos que este estado
es ¢o. Continuamos aplicando el mismo procedimiento para hallar los estados qs, qq, ..., ¢, tal
que 0(g;—1,a;) = q; para todo i. Si g, pertenece a F'| entonces la entrada ajas...a, se acepta y,
si no lo es se “rechaza”.[14]

Ing. en sistemas computacionales 11 Trabajo Terminal I



ESCOM IPN

3.1.2. Maquinas de Turing

En 1936, Alan Turing propuso la maquina de Turing como modelo de “cualquier posible
computacién”. Lo interesante es que todas las propuestas serias de modelos de computaciéon
tienen el mismo potencial; es decir, calculan las mismas funciones o reconocen los mismos
lenguajes. La suposicién no demostrada de que cualquier forma general de computacion no
permite calcular sélo las funciones recursivas parciales (o, lo que es lo mismo, que las maquinas
de Turing o las computadoras actuales pueden calcular) se conoce como hipétesis de Church
(por el experto en lgica A. Church) o tesis de Church.[14]

El modelo de la maquina de Turing consta de un dispositivo con una cinta cuadriculada y
un cabezal que apunta a un elemento de la cinta. El cabezal puede leer y escribir en la cinta.
La cinta contiene la cadena que se analiza e infinitos espacios en blanco a la izquierda y la
derecha.[14]

Describimos una maquina de Turing mediante la siguiente séptupla: M = (Q, X, T, 9, qo, B, F)
en donde

= () es el conjunto finito de estados de la unidad de control.

) es el conjunto finito de simbolos de entrada.

I es el conjunto completo de simbolos de cinta.

d es la funcién de transicién. Los argumentos de §(g, X) son un estado ¢ y un simbolo
de cinta X. El valor de 6(¢q, X) es de la forma (p,Y, D) en donde p es un estado, Y el
simbolo que por el que se reemplaza X y por ultimo D es la direccién en la que se mueve
el cabezal.

= qo es el estado inicial.

B es el simbolo de espacio en blanco.

F es el conjunto de estados finales o de aceptacion.

Descripciones instantaneas de la maquina de Turing

Para representar la configuracion de una méaquina de Turing, utilizamos una cadena en la
que se muestran todos los elementos de la cinta entre el que estd méas a la izquierda y el que
estd mas a la derecha que no son blancos. Si el cabezal apunta a una casilla en blanco, esta
también se agrega. En la representacion incluimos el cabezal. Por tanto, utilizaremos la cadena
X1 Xo...X;-1¢X; X;41...X,, para representar una configuracién en la que: [14]

= ¢ es el estado de la maquina.
n Fl cabezal seniala al stmbolo 7.

Al igual que con los automatas de pila, utilizamos el simbolo - para representar la transicion
de la maquina de una configuraciéon a otra y F* para representar 0 o mas transiciones.
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Lenguaje de una maquina de Turing

Decimos que una cadena w pertenece al lenguaje de una maquina de Turing M si gow F* apf
para algin p en F’; es decir, si al analizar la cadena, se puede alcanzar un estado final. Decimos
que la maquina para cuando llega a un estado ¢ y un simbolo X tal que (g, X) no estd definida.
Por lo regular se considera que la maquina acepta una cadena si ésta se detiene estando en un
estado final. Decimos que un lenguaje L es recursivamente numerable si L = L(M) para alguna
méquina de Turing M [14]

Lenguajes recursivos

Podemos clasificar a los lenguajes recursivamente enumerables dentro de dos clases:

= La primera clase corresponde a lo que tradicionalmente llamamos algoritmo. Para esta
clase, existe una méaquina de Turing que no sélo reconoce el lenguaje, sino que también
informa de si una cadena de entrada no pertenece al mismo. Una maquina de Turing
asi siempre termina parandose, independientemente de si llega o no a alcanzar un estado
de aceptacion. A esta clase de lenguajes los llamamos lenguajes decidibles o loenguajes
recursivos.

= La segunda clase esta formada por aquellos lenguajes recursivamente enumerables que no
son aceptados por ninguna maquina de Turing que garantice la parada en todos los casos.
Estos lenguajes son aceptados de una forma poco adecuada; si la entrada pertenece al
lenguaje, terminard aceptandola, pero si la entrada no pertenece al lenguaje, exntonces
la maquina de Turing continuara jeecutandose indefinidamente y nunca podremos estar
seguros de que dicha entrada no serd finalmente aceptada.

Maquina de Turing de varias cintas

Una maquina de Turing de varias cintas es parecida a la maquina de Turing tradicional pero
posee un numero finito de cintas, una tnica estaciéon de control y una cabeza por cada cinta.
La méaquina se mueve conforme a los simbolos leidos por cada cabezal. Cada cabezal puede
cambiar un simbolo de su cinta y moverse independientemente. [14]

Inicialmente:

= La entrada se coloca en la primera cinta.

= Toda las demaés cintas sélo contienen simbolos en blanco.

= La unidad de control se encuentra en el estado inicial.

= Las cabezas de las demas cintas apuntan a una posicién arbitraria.

Las maquinas de Turing con varias cintas pueden simular facilmente a una maquina de
Turing con una sola cinta. De la misma forma, una maquina de Turing con una sola cinta,
puede simular a una maquina de multiples cintas, por lo que reconocen el mismo tipo de
lenguajes. [14]
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Maquinas de Turing y computadoras

Es posible comparar la maquina de Turing con las computadoras que habitualmente usa-
mos. Aunque estos modelos parecen bastante diferentes, pueden aceptar exactamente los mismos
lenguajes: los lenguajes recursivamente enumerables. Dado que no hemos definido matemati-
camente el concepto de ¢computadora comun”, los argumentos aplicados en esta secciéon son
necesariamente informales. [14]

En principio, es posible simular una méaquina de Turing mediante una computadora real
si aceptamos que existe un suministro potencialmente infinito de un dispositivo de almacena-
miento extraible, como por ejemplo, un disco, para simular la parte en que no hay espacios
en blanco de la cinta de la MT. Puesto que los recursos fisicos con los que se construyen los
discos no son infinitos, este argumento es cuestionable. Sin embargo, dado que la cantidad de
dispositivos de almacenamiento que existe en el universo es desconocida y, si duda, muy grande,
la suposicion de que existen recursos infinitos, como en una cinta de una MT, es realista en la
practica y generalmente se acepta. [14]

Una maquina de Turing puede simular el almacenamiento y la unidad de control de una
computadora real empleando una cinta para almacenar todas las posiciones y los contenidos
correspondientes a los registros, la memoria principal, los discos y otros dispositivos de almace-
namiento. Por tanto, podemos estar seguro de que algo que una méaquina de Turing no pueda
hacer, tampoco lo podra hacer una computadora real. [14]

3.1.3. Universalidad

El remarcable descubrimiento que permitio la revolucién de las computadoras es que es
posible construir sistemas universales cuya construccion permanece fija, pero que pueden ser
porgramadas para realizar diversas actividades. De hecho, esta es la forma en la que trabajan
las computadoras practicas: el hardware de permanece fijo mientras que la computadora puede
ser programada para diferentes tareas al cargar diferentes componentes de software. La idea
de universalidad es también la base de los lenguajes de programacion. Para cada lenguaje
hay un conjunto especifico de operaciones primitivas que son encadenadas juntas de diferentes
maneras para crear programas que resuelven tareas distintas. Las caracteristicas especificas de
un sistema de computacion o de un lenguaje de programacion afectaran indudablemente qué
tan facil es realizar una tarea determinada [6]. Lo interesante es que todas las propuestas serias
de modelos de computacion tienen el mismo potencial; es decir, calculan las mismas funciones
o reconocen los mismos lenguajes. La suposicién no demostrada de que cualquier forma general
de computaciéon no permite calcular sélo las funciones recursivas parciales (o, lo que es lo
mismo, que las méquinas de Turing o las computadoras actuales pueden calcular) se conoce
como hipdtesis de Church (por el experto en légica A. Church) o tésis de Church [14].

El punto basico es que, si un sistema es universal, entonces éste es capaz de emular cualquier
otro sistema, y como resultado este debe de ser capaz de producir comportamiento tan complejo
como el comportamiento de cualquier otro sistema. [6]

3.2. Sistemas dinamicos discretos

La teoria de los sistemas dinamicos describe, en términos generales, en qué formas los
sistemas pueden cambiar, qué tipos de comportamiento macroscopico son posibles y qué tipo
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de predicciones sobre el comportamiento se pueden hacer. La palabra dindmica significa cambio,
y los sistemas dinamicos, en general, son sistemas que pueden cambiar a lo largo del tiempo de
alguna forma. Los sistemas dindmicos incluyen casi cualquier tipo de sistemas imaginables: los
sistemas planetarios, el sistema nervioso, el cambio climético, la bolsa de valores e inclusive las
rocas. Los sistemas dinamicos han estado en voga en la ciencia popular debido a los resultados
fascinantes que provienen de una de sus consecuencias, el estudio del caos [1].

Un sistema dindamico es una especie de modelo matematico que busca capturar formalmente
la nocion intuitiva de un sistema determinista arbitrario, ya sea este reversible o no reversible,
con tiempo y espacio discretos o continuos [2].

Los sistemas dinamicos discretos, por su parte, son esencialmente funciones iterativas. Un
sistema dindmico discreto puede ser caracterizado como una funciéon que se compone de si
misma una y otra vez. Por ejemplo, consideremos la funcién f(z) = —z3. Si componemos f
consigo misma misma, obtenemos

fz) = (fo f)x) = —(~2®) = 2°

Iterando este proceso obtenemos

fia) = (fofof)w)=(fof)(x)=—() = 2™
Fi@) = (fofofof)@)=(fo ) (x) = —(~a*) =¥

fia) = (fof* Hz) = (-1"™

En donde n es un niimero natural.[3]

3.3. Autdmatas Celulares

Un ejemplo de sistemas dindamicos discretos son los autéomatas celulares. Los autéomatas
celulares son modelos prototipicos para sistemas y procesos complejos, conformados por un
gran numero de componentes simples, idénticos y conectados de forma local. El estudio de
estos sistemas ha generado gran interés a través de los anos por su habilidad para generar un
amplio espectro de patrones muy complejos haciendo uso de conjuntos de reglas relativamente
simples. Ademds, parecen capturar muchas caracteristicas esenciales del comportamiento auto-
organizado de sistemas reales [4].

A pesar de su muy sencilla construccion, nada parecido a los autématas celulares parece
haber sido considerado antes de la década de 1950. Sin embargo, a lo largo de la misma (ins-
pirada de varias formas por el advenimiento de las computadoras electrénicas), varios tipos de
sistemas equivalentes a los autématas celulares fueron introducidos de forma independiente.
La forma mads conocida en la que se introdujeron los autématas celulares (y la que eventual-
mente condujo a nombrarlos de tal forma) es a través del trabajo de John von Neumann, que
buscaba desarrollar un modelo abstracto de autorreproduccién bioldgica (tema que emergié
de las investigaciones en cibernética alrededor de 1947). Von Neumann empezé pensando en
modelos en 3 dimensiones descritos por ecuaciones diferenciales. A la brevedad, dejé de pensar
en la robdtica e imaginé la implementacion de un ejemplo usando un set de construccién de
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juguete. Por analogia con las circuitos eléctricos, se dio cuenta de que bastarian dos dimensio-
nes. Y siguiendo una sugerencia de Stanislaw Ulam en 1951 (quien pudo ya haber considerado
el tema de forma independiente), simplificé el modelo dando paso a un autémata celular en
dos dimensiones. El automata que construyé en 1953 constaba de 29 estados para cada celda
y un complicado conjunto de reglas para emular las operaciones de los componentes de una
computadora electrénica y varios dispositivos mecanicos [6].

Formalmente, un autémata celular es una tupla (L, Q, u, f) formada por un arreglo multi-
dimensional uniforme L de autématas finitos, un conjunto finito de estados Q, una conexién
local entre los autématas o vecindad w, v : L — LX, k es un entero positivo, y una funcién de
transicién sobre los autématas f, f : Q¥ — Q. Los autématas del arreglo actualizan su estado
de forma simultanea y en tiempo discreto. Cada autémata x dentro del arreglo L calcula su
siguiente estado haciendo uso de la regla z* ™1 = f(u(z)?), en donde z* *! es el estado del
autémata x en el paso de tiempo ¢t + 1 y u(x)" es el estado de la vecindad del autémata u(x)
en el paso de tiempo t [5].

En la mayoria de los casos, para definir la vecindad u(x) de una celda x es suficiente
determinar cudles son las celdas que se encuentran a una distancia no mayor a r usando una
métrica M, en donde 7 es un entero positivo. Formalmente

u(z) ={yeL:|r—ylu<r}

[5]

La configuraciéon de un autéomata celular es un mapeo ¢ : L — Q, que asigna un estado de
Q a cada celda del arreglo L. Una funcién de transicién global es un mapeo G : QY — QF
que transforma cuanquier configuracién ¢ a otra configuracién ¢, ¢ = G(c¢) aplicando la funcién
de transicion local f a la vecindad de cada celda en el arreglo L. Decimos que un autémata
celular es deterministico si para cualquier configuracién ¢ existe una tnica configuracion ¢’ tal
que G(c) = ¢. Dada la configuracién inicial ¢¥; representamos la evolucién del autémata como
se muestra a continuacion:

t t

A st sttt At =g

Eventualmente el autémata celular cae en un ciclo con periodo p > 0. Si p = 1, el autémata se
estaciona en un estado fijo [5].

La dinamica global de los automatas celulares finitos puede visualizarse en un grafo de sus
transiciones globales. Cada nodo del grafo corresponde a una configuracién tnica del autémata
celular y los arcos que conectan los nodos representan las transiciones globales entre configura-
ciones [5].
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Figura 3.1: Grafo para el automata elemental correspondiente a la regla 90 con 16 celdas en su
espacio de evoluciones. Generado con Mathematica[12]

Figura 3.2: Grafo para el automata elemental correspondiente a la regla 22 con 32 celdas en su
espacio de evoluciones. Generado con DDLab[13]

3.3.1. Clases de automatas celulares

En su libro, A new kind of sciencel6], publicado en 2002, Wolfram define cuatro clases
dentro de las cuales, afirma, pueden ser facilmente clasificados todo tipo de autématas celulares
segun los patrones que de estos emergen para condiciones iniciales arbitrarias. Las clases estan
convenientemente enumeradas segin el incremento en su complejidad y cada una tiene ciertas
caracteristicas distintivas inmediatas [6].
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En la clase 1, el comportamiento es muy sencillo, y casi todas las configuraciones iniciales
llevan exactamente al mismo estado uniforme.

R T NI T S ARt R e m ot e g st e =

Figura 3.3: Ejemplo del comportamiento del autémata elemental correspondiente a la regla 32.
Pertenece a la clase 1

En la clase 2, hay muchos posibles estados finales diferentes, pero todos ellos consisten de
ciertos conjuntos de estructuras simples que permanecen estaticas o se repiten después de unos
cuantos pasos.

Figura 3.4: Ejemplo del comportamiento del autémata elemental correspondiente a la regla 4.
Pertenece a la clase 2

En la clase 3, el comportamiento es méas complicado, y parece en muchos sentidos aleatorio,
a pesar de que triangulos y otras figuras a pequena escala son vistas casi siempre a cierto nivel.
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Figura 3.5: Ejemplo del comportamiento del autémata elemental correspondiente a la regla 30.
Pertenece a la clase 3

La clase 4 involucra una mezcla de orden y aleatoriedad: aparecen estructuras especificas que
por si mismas son bastante simples, pero dichas estructuras se van moviendo e interactuando
las unas con las otras en formas muy complejas.

Figura 3.6: Ejemplo del comportamiento del autémata elemental correspondiente a la regla 110.
Pertenece a la clase 4
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Capitulo 4
Diseno

El presente trabajo es una investigacién en el area de las ciencias de la computacién, por lo
que se utilizard el método cientifico como metodologia.

El método cientifico es un conjunto de procedimientos por los cuales se plantean los pro-
blemas cientificos y se ponen a prueba las hipotesis y los instrumentos de trabajo investigativo
[16].

Es importante recalcar que lo que importa y es fundamental en el método cientifico no es
el descubrimiento de verdades en todo momento, sino mas bien el determinar cudl ha sido el
procedimiento para demostrar que un enunciado es asi, pues cada ciencia plantea y requiere de
un método especial, segin sea la naturaleza de los hechos que estudia, pero los pasos que se
han de dar o seguir estan regulados por el método cientifico [16].

En el método cientifico se conjugan la induccién y la deduccion, es decir se da el pensamiento
reflexivo. En el proceso del pensar reflexivo se dan 5 etapas para resolver un problema.

1. Percepcion de una dificultad. El individuo encuentra algin problema que le preocupa y
se halla sin los medios para llegar al fin deseado.

2. Identificacién y definicién de la dificultad. El individuo efectiia observaciones que le per-
miten definir su dificultad con mayor precision.

3. Soluciones propuestas para el problema: hipdtesis. A partir del estudio de los hechos, el
individuo formula conjeturas acerca de las posibles soluciones del problema, esto es, for-
mula una hipétesis. Una hipdtesis es una proposicién que puede ser puesta a prueba para
determinar su validez. Siempre lleva a una prueba empirica; es una pregunta formulada
de tal modo que se puede prever una respuesta de alguna especie.

4. Deduccién de las consecuencias de las soluciones propuestas. El individuo llega a la con-
clusién de que, si cada hipotesis es verdadera, le seguiran ciertas consecuencias.

5. Verificacion de la hipdtesis mediante la accion. El individuo pone a prueba cada una de
las hipotesis, buscando hechos observables que permitan confirmar si las consecuencias
que deberian seguir se producen o no. Con este procedimiento puede determinar cuél de
las hipdtesis concuerda con los hechos observables, y asi hallar la solucién méas confiable
para su problema. [16]

Siguiendo este método tenemos que cumplir con las cinco etapas, cuyas actividades realiza-
das y a realizar estaran descritas en las siguientes secciones.
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4.1. Percepcién de una dificultad

El estudio de las maquinas de Turing esta centrado en la historia de sus descripciones ins-
tantaneas, lo cual resulta un tanto complicado cuando éstas se presentan en gran cantidad.
Es por ello que se plantea como dificultad y se propone indagar otras maneras de represen-
tar y analizar las maquinas de Turing. Especificamente como un sistema dindmico discreto y
concretamente como un autémata celular.

De manera mas precisa se puede especificar nuestro objetivo como:

Analizar las mdquinas de Turing y el problema de la universalidad como sistemas dindmicos
discretos.

Y nuestros objetivos especificos como:

= Desarrollar una aplicacion capaz de desplegar la dindmica en dos dimensiones de cualquier
maquina de Turing dadas su descripcion formal y una cinta para ser procesada.

= Interpretar el comportamiento de la dinamica espacial de algunas maquinas de Turing
clasicas haciendo uso de la aplicacion antes mencionada.

= Esbozar una taxonomia inicial de las maquinas de Turing.
= Construir el modelo de un autémata celular computacionalmente universal.
= Presentar los resultados de la investigacion en un documento.

Cabe destacar que esta parte del trabajo fue realizada durante el disenio del protocolo para
este trabajo.

4.2. lIdentificacién y definicion de la dificultad

En esta parte de la investigacién se realizé la busqueda y comprensién de la informacion
relacionada con el proyecto. De igual forma, se definieron de manera formal los conceptos
fundamentales para la elaboracién de nuestro analisis.

Dichos conceptos y topicos han sido plasmados en el presente documento como parte del
marco tedrico y el estado del arte. En estas secciones se incluyen conceptos como teoria de
autématas, maquinas de Turing, sistemas dinamicos, autématas celulares; asi como trabajos
relacionados como los desarrollados por Wolfram en el area de autématas celulares, automatas
moviles y el uso de la representacién en dos dimensiones de una maquina de Turing. También
se incluyen articulos dedicados a analizar las capacidades de cémputacion de los automatas
celulares.

Asimismo para examinar el comportamiento de diferentes maquinas de Turing y cumpliendo
con uno de nuestros objetivos especificos, se desarrollé una aplicacién capaz de desplegar la
dinamica en dos dimensiones de cualquier maquina de Turing dadas su descripcién formal y
una cinta para ser procesada, la cual sera descrita con mayor detalle en los avances realizados.
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4.3. Soluciones propuestas para el problema: hipdtesis

Una vez desarrollado el software y habiendo realizado las observaciones pertinentes, pudimos
formular algunas hipotesis, entre las cuales destacan:

1. Existe un algoritmo tal que, tomando como entrada la descripcién formal de una maquina
de Turing arbitraria, devuelve como resultado un autéomata celular capaz de simular a
dicha maquina.

2. Puede obtenerse un autémata celular universal a través de la aplicaciéon del algoritmo
anteriormente mencionado a una maquina de Turing universal.

4.4. Verificacion de la hipétesis mediante la accion

En el presente documento se ha buscado verificar la primera hipotesis enlistada a través
de la formulacién de un algoritmo que cumpla con las caracteristicas descritas. Se ha llegado
a un algoritmo capaz de encontrar los autématas celulares equivalentes a algunas maquinas
de Turing especificas. Para comprobar la hipétesis es menester demostrar que este algoritmo
funciona para cualquier maquina de Turing. el desarrollo de esta demostracion se llevard a cabo
en la segunda parte de este trabajo terminal. Dicho algoritmo es presentado en la seccién de
avances realizados.

La verificacion de la segunda hipotesis se ha relegado a la segunda parte del trabajo debido
a la necesidad de atencién de nuestros resultados con la primer hipotesis.
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Capitulo 5

Desarrollo del Software

Como se ha mencionado, para la etapa de observacion fue necesario el desarrollo de una
herramienta que mostrara la dinamica de una méquina de Turing en dos dimensiones. Al ser ésta
una herramienta importante para el desarrollo de la investigacion, pero no siendo un producto
final, la documentacion de la misma se ha dejado a un lado y nos enfocaremos en mostrar las
capacidades e instrucciones basicas de uso.

El desarrollo de la aplicacién se realizé por prototipos, anadiendo funcionalidades requeridas
por nuestro director el Dr. Genaro Judrez Martinez o requeridas por nosotros para mayor
comodidad al momento de realizar las observaciones.

Esta aplicacion estd desarrollada en el lenguaje de programacién C++ y especificamente
con el framework Qt. Esto debido a que el framework permite el desarrollo de aplicaciones con
interfaz grafica de usuario de manera sencilla y a la capacidad de C++ en cuanto a velocidad
y facilidad de desarrollo.[17] A continuacién se describirdn los médulos con los que cuenta el
software.

5.1. Maquinas de Turing

El programa cuenta con un panel en donde se muestran las diferentes acciones que se pueden
realizar, a continuacién se enlistan los elementos de esta ventana con respecto a la figura 5.1.

1. Este es un combo box, en el cudl se selecciona la maquina de Turing con la cudl se desea
trabajar. Las maquinas se cargan de manera previa haciendo uso de su definiciéon formal,
de forma semejante a como se describié en el marco tedrico. El archivo en el que se
especifica dicha descripcion sera abordado con mas detalle posteriormente.

2. Es una barra que sirve para aumentar el zoom de la representacion de la maquina de
Turing en dos dimensiones.

3. Es un check box que, al estar seleccionado y ejecutar una maquina de Turing con una
cinta de entrada, muestra la evolucién de la méquina de manera tradicional (como es
descrito en el marco teérico) en el cuadro 12.

4. Es un check box que indica, al estar seleccionado, que al generar una cinta de entrada
aleatoria, ésta se mostrara en la seccién 11.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Es un check box que indica, al estar seleccionado, que se muestara el cabezal de la maquina
en la imagen generada.

Es un check box que indica, al estar seleccionado y generar una cinta de entrada aleatoria,
que dicha cinta debe ser aceptada por la maquina de Turing.

Boton que al ser oprimido genera una cinta de entrada aleatoria con los valores espe-
cificados en 4, 6 y 8. Una vez generada esta cinta, es ejecutada la maquina de Turing
previamente seleccionada en 1 con los valores especificados en 3, 5, 9, 10, 13 y 14.

Caja en la cudl se especifica la longitud de la cadena aleatoria a generarse. Este valor
es mandado como parametro a un programa especificado junto con la descripcién de la
maquina de Turing.

Check box que indica, al estar seleccionado, que el cabezal se colocard de forma inicial en
una posicién aleatoria en el rango de la longitud de la cinta de entrada.

Caja en la cudl se especifica la posicién inicial del cabezal al momento de ejecutar la
maquina de Turing, esto tomando como referencia 0 que significa poner el cabezal a la
izquierda del primer simbolo de la cadena, los ntimeros positivos mover el cabezal ese
nimero de veces a la derecha y niimeros negativos mover el cabezal ese nimero de veces
a la izquierda.

Cuadro de texto en el cudl se introduce la cinta de entrada a ser procesada por la maquina
de Turing y en el que se imprime la cadena generada de manera aleatoria en tal caso.

Cuadro de texto en el cudl se imprimen las descripciones instantaneas en caso de ser
requerido.

Caja en la cudl se indica la equivalencia de pixeles cuadrados para los simbolos de cinta.
En caso de ser 1, se utiliza 1 pixel por simbolo de cinta; en caso de ser 2, se utilizan 4
pixeles por cada simbolo de cinta, etc.

Caja en la cudl se indica el grosor del borde de cada cuadro que representa un simbolo
de cinta.

Botén que al ser presionado ejecuta la méquina de Turing actualmente seleccionada en 1
con los valores especificados en 3, 5, 9, 10, 13 y 14 sobre la cinta actual en el cuadro de
texto 11.
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Figura 5.1: Ventana inicial del programa

Aunado a esto se disponen con dos opciones en la barra de mentis: Options y Colours. Estos
se describiran a continuacién.
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5.1.1. Opciones

En esta seccién se dispone de varias opciones que facilitan el andlisis y el compartir algunos
de los resultados obtenidos, tales como la ejecucion de una méaquina de Turing, una cinta
generada aleatoriamente, la lista de descripciones instantaneas o el despliegue de una gréafica de
frecuencias de cada simbolo respecto al tiempo. A continuacion se describiran estos elementos
con mayor detalle respecto a la figura 5.3.

= Load Tape. Permite cargar una cinta de entrada. Este archivo debe tener la terminaciéon
.cinta”.

= Save Tape. Permite guardar la cinta actual con la que se esta trabajando.

= Save image. Permite guardar la imagen de la ejecucion actual de la maquina de Turing
en dos dimensiones. Se puede guardar en formato ”.bmp”, ”.jpgz ”.png”.

= Save Description. Permite guardar la descripcién instantanea actual que se encuentra en
el cuadro de texto especificado para ello.

= Symbols graph. Despliega una grafica de frecuencias de los simbolos contra el tiempo, la

cual puede ser guardada en formato de imagen ”.bmp”, ”.jpge ”.png”. Un ejemplo de ello
se muestra en la figura 5.2
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30 36 42

Options

Save Close

Figura 5.2: Grafica de frecuencias de la maquina de Turing de emparejamiento de paréntesis
con la entrada ((())())

= Switch to Automaton. Abre la ventana en la que se dispone de la ejecucién de los autéoma-
tas celulares equivalentes a las maquinas de Turing disponibles.

@ MaquinaTuring Colours

‘o0 @ | Load tape |
4/ Save tape -
Turing Machine: | Save image B
0An1/An '
1  Save Description
Zoom: 1x
Symbols graph
_ Switch to Automaton
Head Print Tapwir—wm—yi

Figura 5.3: Ment Options.

5.1.2. Colours

Para facilitar el andlisis de la representacién de las maquinas de Turing en dos dimensiones
se agrego la opcion Colores, el cudl sélo incluye la opcion Edit como se muestra en la figura 5.4

Ing. en sistemas computacionales 27 Trabajo Terminal I



ESCOM IPN

@ MaquinaTuring Options
| _BON T\ Edit jnes

Turing Machine:
0An1An
Zoom: 1x

Figura 5.4: Mentu Colours.

Al hacer clic en la opcién Edit del menu Colours se despliega una ventana en la que hay una
tabla con los simbolos de la méquina de Turing actualmente seleccionada y los colores actuales
como la que se muestra en la figura 5.5.

| NON Colours
Symbol Colour
1/( Cancel
2)
3 B
4 X

Figura 5.5: Ventana de la opcién Edit del ment Colours con la méquina de Turing de empare-
jamiento de paréntesis.

Al hacer clic en la celda de alguno de los simbolos de la tabla se muestra una ventana como
la de la figura 5.6 en la que se debe seleccionar el nuevo color para el simbolo deseado y al dar
clic en “OK” ese sera el color para todas las ejecuciones con esa maquina de Turing.
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Figura 5.6: Ment para elegir color

5.1.3. Descripcién de una maquina de Turing

A continuacién se describird como esta conformado un archivo en el que se describe una
maquina de Turing para que la lea el programa. Un ejemplo del archivo se muestra en las
siguientes lineas, esta maquina de Turing es la de emparejamiento de paréntesis.

Paréntesis
a
B
d
),a,X,b,i;(,a,(,a,d;X,a,X,a,d;B,a,B,c,i;(,b,X,a,d;X,b,X,b,i;),c,) e,
d;(,c,(,e,d;X,c,X,c,i;B,¢,B,d,i;

() 5

La primer linea es el nombre de la maquina de Turing que se mostrara. La segunda es
el estado inicial. La tercera el simbolo blanco. La cuarta los estados de aceptacién separados
por una coma. La quinta linea son las transiciones validas separadas por “;”. Cada una de las
transiciones contiene los siguientes elementos separados por una coma: Simbolo de cinta actual,
estado actual, siguiente simbolo de cinta, siguiente estado. Finalmente se enlistan los simbolos
de entrada validos para generar cintas de entrada aleatorias.
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Modelo de un autémata celular
computacionalmente universal

6.1. Analisis de una maquina de Turing para el balanceo
de paréntesis

La presente seccion describe como se analizé una méaquina de Turing capaz de reconocer
cadenas de paréntesis balanceados para crear un autémata celular que emulara su comporta-
miento en dos dimensiones.

6.1.1. Descripcion de la maquina

Consideremos la maquina M = (Qu, Xy, [, d, qo, B, F) capaz de reconocer cadenas de
paréntesis balanceados. Qu = {a,b,c,d} es el conjunto de estados de la maquina; Xy = {(,)}
es el alfabeto de entrada; I' = {(,),X,B} es el alfabeto de la cinta, que incluye el alfabeto de
entrada y el simbolo de blanco; § es la funciéon de transicion mostrada en el Cuadro 6.1; qo =
a es el estado inicial de la méquina; B es el simbolo en blanco y F = {d} es el conjunto de
estados finales.

State | ( | ) | X | B
a a,,R | bX,L | ,aR | ¢,B,L
b a,X,R b,X,L
¢ ¢,X,L | d,B,R
d

Cuadro 6.1: Funcién de transicién para la maquina de Turing para el emparejamiento de
paréntesis

Podemos apreciar también el diagrama de transiciones para esta maquina en la siguiente

figura. Como podemos ver, una vez que la méquina entra en el estado d, no puede volver a
cambiar de estado, asi que no importa en realidad si se mueve a la derecha o a la izquiera.
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Figura 6.1: Diagrama de transiciones de la maquina de Turing para el emparejamiento de
paréntesis

Lo que esta méaquina hace al inicio de su ejecucion es buscar el primer paréntesis de cierre
en la cadena (de izquierda a derecha) y lo cambia por un simbolo X. A continuacién busca su
correspondiente paréntesis de apertura para cambiarlo por una X también y vuelve a buscar un
paréntesis de cierre. La maquina borra todos los paréntesis y, finalmente, cuando encuentra un
simbolo en blanco, cambia al estado de aceptacion. Si hay paréntesis no balanceados, la maquina
encuentra un simbolo en blanco pero no alcanza el estado final. Podemos ver un ejemplo del
proceso que ejecuta esta méaquina cuando lee como entrada la cadena ((())()). Usamos las
descripciones instantdneas de la maquina para mostrar su funcionamiento.

«((0)0) F @)0) - (@))0) F (@)0) F (X)) = (XaX)0) F (XXa))) F
(XX X() F (bXXX() F (b(XXX() F (XaXXX() F (XXaXX() F (XXXaX())
(XXXXa()F (XXXX(a)F (XXXX0(X)F (XXXXXaX)F (XXXXXXa)F (XXXXXbXX
(XXXXbXXXE(XXXbXXXXF (XX XXXXXEF(XbXXXXXXF(OXXXXXXXHE
BIXXXXXXXEFXaXXXXXXXEFXXaXXXXXXEFXXXaXXXXXEFXXXXaXXXXF
XXXXXaXXXFXXXXXXaXXEFXXXXXXXaXFXXXXXXXXaBFXXXXXXXcXF
XXXXXXcXXBBEFXXXXXXXXEFXXXXXXXXEFXXXXXXXXEFXXcXXXXXXE
X XXXXXXXEFXXXXXXXXEFBXXXXXXXXFIXXXXXXXX

6.1.2. Representacion de la cinta de la maquina de Turing

El automata construido en esta seccion estd disenado no solo para aceptar el mismo lenguaje
que la maquina de Turing (el lenguaje de las cadenas de paréntesis balanceados), sino también
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para emular su comportamiento. Con este objetivo, estudiamos la dindmica de las descripciones
instantaneas mostrandolas en una lista en la que la configuracion de la méquina en el paso de
tiempo t+1 se encuentra inmediatamente debajo del la configuracion en el tiempo t, creando
una representaciéon bidimensional de la evolucién del sistema. Por ejemplo, en el Cuadro 6.2,
se muestra esta representacién para la cadena del ejemplo de la seccion anterior. También se
muestra la imagen producida por la herramienta de Software desarrollada en la figura siguiente.
Este es el comportamiento que trataremos de emular con el autéomata celular.
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a
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b
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C

BIX| X X[ X[ X[|X]|X|X

B
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B
B
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B
B
B
B
B
B
B
B

B|X|X

B X|X|X

B X|X|X|X

B X|X|X|X|X

B X|X|X|X|X|X

B X[ X X|X|X|X|X

BIX|IXIX|X[|X|X]|X|X
B X[ XXX |X|X|X
B X|X|X|X|X|X
B X|X|X|X|X

B X|X|X|X

B X|X|X

B|X|X

B

B

C

B|ld| XXX X[|[X]|X|X|X

Cuadro 6.2: Lista de descripciones instantdneas al analizar la cadena ((())())
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Figura 6.2: Dindmica en dos dimensiones de la maquina para la cadena de entrada ((())())

Esto podemos lograrlo haciendo uso de una sola dimensién en el arreglo del autémata celular.
Dicho arreglo representa la cinta de la maquina, pero si representamos tinicamente la cinta, la
evolucién en paralelo del autémata celular no nos permite emular el comportamiento de la
maquina de Turing tal y como lo hemos mostrado, por lo que tenemos que incluir el cabezal de
la misma a la representacion tal y como sucede en las descripciones instantaneas.

Recordemos que la cinta de la maquina de Turing es infinita tanto a la izquierda como a la
derecha. Para representarla en el autémata celular tenemos dos opciones:

= Representar la cinta con un arreglo infinito tanto a la derecha como a la izquierda lleno
de blancos més alla de la cadena que se esta analizando tal y como en la cinta. Esto nos
permite emular el comportamiento de la maquina ain si esta no para.
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= Representar la cinta con un arreglo en el que se agregan los simbolos en blanco suficientes
(es decir, que el cabezal de la maquina nunca podréd alcanzar simbolos més alld de los
considerados) a cada lado de la cadena que se analiza y conectar sus extremos formando
un anillo. Esta representacion no nos sirve si el automata no para, es decir, solo seria capaz
de reconocer un lenguaje decidible. Como el lenguaje en cuestién es decidible, usaremos
esta representacion.

6.1.3. Construccion del autémata

Con esta informacion, podemos proponer una definicion para al autémata como se describe
a continuacién. Sea A el autémata celular equivalente, A = (L, X, u, f) en donde L es el
arreglo previamente descrito, ¥4 = ['U @y (usamos la unién de estos dos conjuntos porque en
el autémata representaremos tanto el cabezal de la méquina como la cadena que se analiza).
De hecho, necesitaremos més simbolos, pero hablaremos de los mismos mas tarde. u es una
vecindad de radio, r = 1, es decir que la vecindad para la celda z; sera xiix;r;1,. Finalmente,
la funcion de transicién sera descrita en las siguientes subsecciones.

6.1.4. Representacion de los movimientos a la derecha

Como lo establecimos previamente, el arreglo del autéomata es igual a las descripciones
instantdneas de la maquina. La inclusion del cabezal de la maquina permite al sistema procesar
(leer y modificar) un solo simbolo a la vez. Recordemos que el cabezal apunta al simbolo que
se encuentra a su derecha, por lo que representar las transiciones de la maquina de Turing que
producen movimientos del cabezal a la derecha es muy sencillo.

Para simular dichos movimientos, que ocurren con transiciones (de la maquina de Turing)
de la forma §(p,Y) = (¢,Y’, R) en donde R indica que el cabezal se mueve a la derecha,
podemos definir facilmente dos transiciones para el automata celular. Estas transiciones son
HZ,p,Y)=Y"y f(p,Y,Z) = q, en donde Z es un simbolo arbitrario en ¥,. Podemos observar
esto con claridad en el Cuadro 6.3.

Zlpl|lY| — |Y
p|/Y|Z]| — q

Cuadro 6.3: Transiciones del automata celular que simulan el movimiento de la maquina de
Turing a la derecha

Podemos ver un ejemplo de esta representacién para la transicién d(a, () = (a, (, R) en el
Cuadro 6.4. Podemos observar también cémo funciona para la misma cadena que usamos para
mostrar el comportamiento de la maquina de Turing, ((())()) en el Cuadro 5. Nétese que las
celdas que no se encuentran inmediatamente después del simbolo que representa el cabezal de la
maquina permanecen estables. También podemos observar que el comportamiento del autémata
celular para estas transiciones es idéntico al comportamiento de la méaquina de Turing.

Zial (| —= |(
al(|Z] — J|a

Cuadro 6.4: Transiciones del autémata celular que simulan la transicién d(a, () = (a, (, R) de la
maquina de Turing
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a | (L))
(la ] LD DD )

Cuadro 6.5: Evolucién del autémata celular para los movimientos a la derecha

6.1.5. Representacion de los movimientos a la izquierda

Determinar las transiciones del autéomata celular correspondientes a las transiciones de la
maquina de Turing que hacen que el cabezal se mueva hacia la derecha fue sencillo, pues en
esta representacion el cabezal lee el simbolo que se encuentra a su derecha, asi que simplemente
tuvimos que intercambiar los simbolos (realizando los cambios de estado y de simbolo corres-
pondientes). Pero para las transiciones de la maquina que mueven el cabezal a la izquierda es
mas complicado.

El problema es que no podemos simplemente mover el simbolo que representa el cabezal
hacia la izquierda, pues la vecindad del simbolo a la izquierda de este no puede identificar qué
simbolo es el que se esta leyendo, por lo que es imposible determinar cudl serd el siguiente
estado. Para solucionar esto, empleamos un simbolo auxiliar.

Usemos la ransicién 6{(a,)) = (b, X, L) como ejemplo. La primera transicién que tenemos
que definir para f (la funcién de transicién del autémata celular) es f(Z, a,)) = a’. Nétese que
tenemos que agregar a’ a . Si hay maés transiciones en la maquina de Turing que producen
un movimiento hacia la izquierda en el estado a, tenemos que anadir un simbolo auxiliar por
cada una. Podemos denotar estos simbolos de la forma a”, a®, a*, a®, etc.

Haciendo uso de estos simbolos auxiliares podemos saber cudl es el siguiente estado de la
maquina independientemente de si se puede o no leer el simbolo al que apunta. Finalmente
tenemos que anadir otras tres transiciones a f. Dos para mover el cabezal hacia la izquierda y
otra para reemplazar el simbolo que se lee. Podemos observar como se hace esto en el Cuadro
6.6. También podemos observar el comportamiento del autémata haciendo uso de estas reglas en
el Cuadro 6.7. Notese que es necesario hacer uso de un paso de tiempo adicional para completar
la simulacion del movimiento a la izquierda.

Z | al) — a
a | ) | Z — X
Z|a|) e Z
Z1 Z2 a’ — b

Cuadro 6.6: Transiciones del autémata celular para simular la transicién 6(a,)) = (b, X, L) de
la maquina de Turing

Cuadro 6.7: Evolucién del autémata celular con movimientos a la izquierda
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6.1.6. Descripcién completa de la funcion de transicién del autémata
celular

Haciendo uso de las técnicas descritas con anterioridad, podemos construir la funcién de
transiciéon completa para el autémata celular equivalente a la maquina de Turing. El Cuadro 6.8
muestra la lista de transiciones para el autémata (las transiciones que no aparecen permanecen
constantes) y el Cuadro 6.9 muestra su comportamiento para la cadena ((())()). Como podemos
ver, el comportamiento del autémata es casi el mismo que el de la maquina de Turing, sélo que
hay algunos pasos extra (aparecen en el autémata pero no en la méquina de Turing) marcados
con una flecha a la izquierda de la tabla.

| u(x) | f(u(x)) [ TM’s corresponding transition |

Z1al (] I -

a ( Z a 5<a7(> - <a>(7R'>
Z | a/|) a’

a | ) | Z X B

Z a7 ) Z (5(&,» - <b7X7L>
Z1 Zg a’ b

Z | b | ( X B

b ( Z a 5<b7(> - <a7X7R>
Z | a|X X

a X Z a 5<aaX> - <37X7R>
Z|b|X b’

b | X | Z X

i | Zo | D b

Z | a|B a”

a’ | B | Z B

7T T8 7 d(a,B) = (¢,B,L)
Zl ZQ a” C

Z | c | X c’

¢ | X | Z X

Zl Z2 C7 C

Z | c|B B

B 7 1 6(c,B) = (d,B,R)

Cuadro 6.8: Descripcion de la funcion de transicion del autémata celular equivalente
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Cuadro 6.9: Evolucion del autémata para la cadena ((())())

A continuacién se muestra la ejecucion del programa para la maquina de Turing para el
emparejamiento de paréntesis y su respectivo autémata celular equivalente obtenido con el

algoritmo propuesto con la entrada (((())))()((()))(()).

Figura 6.3: Dinamica en dos dimensiones de la maquina para el emparejamiento de paréntesis

con la cadena (((())))()((()))(())
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Figura 6.4: Dindmica en dos dimensiones del autémata para el emparejamiento de paréntesis

con la cadena a(((()))) ) ((0)(0)
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6.1.7. Condiciéon de paro en el automata

Sabemos que el autémata ha terminado con la simulacién de la maquina de Turing cuando su
configuracion permanece constante. Es decir que ha terminado de analizar la cadena de entrada
wqo cuando wy 4 1 = wy en donde wy es la cadena formada por los simbolos del autémata en el
paso de tiempo t.

Decimos que se acepta la cadena wy si al finalizar la simulacion de la maquina de Turing
en el paso de tiempo ¢, existe un simbolo Z € F' en wy. De lo contrario, la cadena wgy no es
aceptada.

6.2. Algoritmo para el calculo de un autémata celular
equivalente a una maquina de Turing arbitraria

Haciendo uso de las técnicas utilizadas para calcular un autémata celular equivalente a la
maquina de Turing para el reconocimiento del lenguaje de cadenas de paréntesis balanceados
que se especifico en el apartado anterior, podemos determinar un algoritmo general que, dada
una maquina de Turing arbitraria, calcule un autémata celular equivalente.

Sea M una méaquina de Turing arbitraria de la forma M = (Q, X\, [, 0, qo, B, F'), definimos
el autémata celular equivalente A de la forma A = (L,YXa,u, f), en donde L es un arreglo
de celdas unidimensional, u una vecindad de radio » = 1, ¥, un conjunto de estados y f una
funcion de transicion de la forma f : ¥, — YA . Luego, para calcular cada uno de los elementos
del autémata celular, seguimos los siguientes pasos:

e [Inicializamos
o Jy=2uUQ
° f =g
e Paracadap, X, ¢, Y,Dtalesqueo (p, X) =(q, Y, D):
e SiD = derecha:
e AgregarZpX—Yaf
o AgregarpXZ —qaf
e SiD =izquierda:
e  Agregarp"" como simbolo auxiliar de p a 24, donde » es el numero de simbolos
auxiliares de p que ya existen
e Agregar ZpX —p"af
e Agregarp"’XZ — Yaf
e Agregar Zp'X — Zaf
e Agregar ZiZ:)p"—qaf
e Para todas las demas combinaciones:
o Agregar Z;Z:Z;— Z:af

ntl

Figura 6.5: Algoritmo para el calculo de un autémata celular equivalente a una méquina de
Turing arbitraria
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6.3. Aplicacién del algoritmo

6.3.1. MaAquina para la suma binaria

Consideremos la maquina M = (Qu, Xm, I, 9, qo, B, F') descrita en [18], capaz de reconocer
cadenas de la forma = a+b =, en donde a y b son niimeros binarios, y de efectuar su suma. Qy =
{a,Q0, dig, zle, ole, zad, oad, car,new, rig,lef, fin} es el conjunto de estados de la méquina,
Yy ={=,1,0,4} es el alfabeto de entrada, I' = {=,1,0,+,y,b, B} es el alfabeto de la cinta, ¢
es la funcién de transicion mostrada en el Cuadro 6.10, go = a es el estado inicial de la maquina
y B es el simbolo en blanco.

State | = | 1 | o | + | B | y | b
a a,=,R a,1,R a,0,R a,+,R | Q0,B,L

QO dig,B,L

dig ole,=,L | zle,=,L | lef,+,L

zle zle,1.L. | zle,0,L | zad,+,L

ole ole,1,LL | ole,0,L | oad,+,L

zad | new,y,L | rig,b,R | rig,y,R zad,y,L | zad,b,LL
oad || new,b,LL | car,y,LL | rig,B,R oad,y,L. | oad,b,L
car | new,l,L. | car,0,L | rig,1,R

new rig,=,R

rig dig,B,L. | rig,1,R | rig,0,R | rig,+,R rig,y,R | rig,b,R
lef fin,B.R | lef,1,L | lef,0,L lef,y,L. | lef,b,L
fin fin,1,R | fin,0,R | halt,B,R fin,0,R | fin,1,R
halt

Cuadro 6.10: Funciéon de transicién para la maquina de Turing que realiza una suma binaria

Aplicando el algoritmo anteriormente mencionado obtenemos un autémata celular como el
que se describe a continuacion.

B~
X

| f(u(x)) | Transicién correspondiente de la MT |

Z a = =

S — 7 - i(a,=) = (a,=,R)
Z a 1 1

a 1 Z a 5(371) - (aalaR)
7Z a 0 0

a O Z a 5(370) - (a,O,R)
Z a + + o

a + Z a 5(a7+) - <a7+7R)
7 a B B

a B Z QO 5(a7B) - (q7B7R‘)
Z 1 Q0 | = QO’
QU | = | Z B .

Z QO, — Z 6(Q07_> - (d1g7B7L)
A Zo QO’ dig
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Z dig 1 dig’

dig’ 1 7 — .
Zg dig” | 1 7 6(dig,1) = (ole,=,L)
7y Zo | dig’ ole
Z dig 0 dig”

dig” 0 7, — '
7 Tag T 0Tz 5(dig0) = (sle=L)
7y Zy | dig” zle
Zz | dig | + | dig’

dig? | + Z I '
Zg dig? | + 7 6(dig,+) = (lef,+,L)
7y Lo dig? lef
Z zle 1 zle’

ZIZe zlle’ % % d(zle,1) = (zle,1,L)
7y Zo zle’ zle
4 zle 0 zle”

lee Zféw % S 6(zle,0) = (zle,0,L)
7y Zio zle” zle
7 zle + zle?

zled + 7 +
7, 7163 T 7 d(zle,+) = (zad,+,L)
7 Zo zled zad
Z ole 1 ole’

Olze olle % é d(ole,1) = (ole,1,L)
Zq Zy ole ole
7 ole 0 ole”

Olze 01(2‘” g 2 5(01670) = (016707L)
7y Lo ole” ole
7 ole + ole?

ole? + 7 i
Z ole | + 7 d(ole,+) = (oad,+,L)
7y Zs | ole? oad
Z zad = zad’

zad’ = 7
7 zad’ = % 5(Zad’:) = (new,y,L)
YA Zo | zad’ new
7 zad 1 B '

zad 1 7 rig §(zad,1) = (rig,B,R)

’ Z ‘ zad ‘ 0 ‘ y

d(zad,0) = (rig,y,R)
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Z | zad 1 zad”

zad” 7,
7 Tad |y Tz (zady) = (zady.L)
Zn Zo zad” zad
7 zad 1 zad®

zad® | b 7 b
7 |zad®| Db 7 d(zad,b) = (zad,b,L)
7y Zo | zad? zad
Z oad = oad’

Oaéd o:d’ % ; d(oad,=) = (new,b,L)
7 Zo | oad’ new
Z oad 1 oad”

oad” 1 7
7 Toad 1T T2 S(oad,1) = (car,y,L)
A Zo | oad” car
Z oad 0 B .

oad 0 7 I'lg 6(Oad70) = (rlng,R)
Z oad y oad?

oad? 7
7 o;/d3 v % d(oad,y) = (oad,y,L)
7y Zs | oad® | oad
Z oad b oad?

oad® | b 7 b
Z |oad®*| b 7 §(oad,b) = (oad,b,L)
A Zo | oad* | oad
Z car = car’

e — S(ear,=) = (new,1L)
7y Zy car’ new
Z car 1 car”

CaZr calr” ? ; d(car,1) = (car,0,L)
7y Zy | car” car
Z car 0 1 ‘

car 0 7 Tig d(car,0) = (rig,1,R)
7 new B — '

new B Z rig d(new,B) = (rig,=,R)
Z l"lg = rig’

ig | = [ Z | B | |
Zg rig = 7 d(rig,=) = (dig,B,L)
7y Zy rig’ dig

Ing. en sistemas computacionales

44

Trabajo Terminal I



ESCOM

IPN

Z rig 1 1 . .
I‘lg 1 Z rlg (5(1‘1g,1) - (rlgvlvR)
Z | rig | 0 0 —
rig 0 Z rig 6(rig,0) = (rig,0,R)
Z | rig | + + .
rig | + Z rig o(rig,+) = (vig,+.R)
Z rig y y _ —
ig | vy | Z rig o(rig,y) = (rig,y,R)
Z rig b b . —
rig b 7 rig d(rig,b) = (rig,b,R)
Z lef — B
lef = 7, fin d(lef,=) = (fin,B,R)
Z lef 1 lef’
o | 1 | Z :
Z | lef 1 7 5(lef,1) = (lef,1,L)
Zy Zo | lef’ lef
Z lef 0 lef”
o |0 | Z 0
Z | lef” 0 7 d(lef,0) = (lef,0,L)
Zy Zoy | lef” lef
Z lef y lef?
lef3 vy 7 y B
Z [ 1P| y 7 d(lefy) = (lef,y,L)
Zy Zy | lef lef
Z lef b lef*
lef? b 7 b
Z | left 1 7 5(lef,b) = (lef,b,L)
7y Zy | lef! lef
Z fin 1 1
fin 1 7 fin )(fin,1) = (fin,1,R)
Z fin 0 0
ﬁn O Z ﬁn 5(ﬁn70> - (ﬁn707R>
7 fin + B -
fin | + | Z | halt §(fin,+) = (halt,B,R)
Z fin y 0 B
fin | y | Z fin o(fin,y) = (fin,0,R)
Z fin b 1
fin | b 7 fin §(fin,1) = (fin,1,R)

Cuadro 6.12: Descripcién de la funcién de transicion del autéomata celular equivalente a la
maquina que realiza una suma binaria
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A continuacién se muestra la ejecucién del programa para la maquina de Turing para la
suma binaria y su respectivo autéomata celular equivalente obtenido con el algoritmo propuesto
con la entrada = 011100 + 010000 =.

Figura 6.6: Dindamica en dos dimensiones de la maquina para el emparejamiento de paréntesis
con la cadena = 011100 + 010000 =
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Figura 6.7: Dindmica en dos dimensiones del autémata para el emparejamiento de paréntesis
con la cadena a = 011100 4 010000 =

Ing. en sistemas computacionales 47 Trabajo Terminal I



ESCOM IPN

6.3.2. MaAquina que simula la regla 110

Consideremos la maquina M = (Qu, X, I, 0, qo, B) descrita en [9], capaz de emular el com-
portamiento del autémata celular elemental conocido como Regla 110. Qv = {Sxo0, So1, S11, S}
es el conjunto de estados de la maquina, ¥y = {0, 1} es el alfabeto de entrada, I' = {0, 1, B}
es el alfabeto de la cinta, § es la funcién de transicion mostrada en el Cuadro 6.13, qo = Sy €s
el estado inicial de la maquina y B es el simbolo en blanco.

State H 0 ‘ 1 ‘ B
S«o || Sx0,0,R | Sp1,1,R | Sg,0,L
Sot || Sx0,1,R | S11,1,R
Sll SX0717R‘ 811707R
S Sg,0,L | Sg,1,L | S4,0,R

Cuadro 6.13: Funcion de transicién para la maquina de Turing que simula la regla 110

Aplicando el algoritmo anteriormente mencionado obtenemos un autémata celular como el
que se describe a continuacion.

| u(x) | f(u(x)) | Transicién correspondiente de la MT |

Z SXO 0 0 _

So | 0 | Z | Se 0(Sx0,0) = (Sx0,0,R)
Z SXO 1 1 -

SXO 1 Z SOI 5(8)(071) - (801717R)
Z SXO B SX()7
SXO’ B Z 0 B

7 | So | B 7 6(Sx0.B) = (Sg,0,L)
Zl ZZ Sx[)’ SB

Z | Soi 0 1 B

Sot | O Z Syo 0(So1,0) = (Sx0,1,R)
Z | So 1 1 -

SOl 1 Z Sll 6(30171) = (Su,l,R)
Z | Su 0 1 -

Sii| 0 Z Swo 0(5S11,0) = (Sx0,1,R)
Z | Si 1 0 ~

SH 1 7 Sll 5(81171) = (SH,O,R)
Z SB 0 SB’

Sg’ 0 4 0 B

7Z [ Sg’ | 0 7 §(Sg,0) = (Sp,0,L)
A Lo SB7 SB

7 SB 1 SB”

SB” 1 Z 1 -

Z SB’7 1 7 6(SB70) - (SB7O7L)
A Zo SB77 SB

Z Sp B 0 ~

Ss | B | Z | S 6(S,B) = (Sx0,0,R)
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Cuadro 6.14: Descripcién de la funcion de transicién del autémata celular equivalente a la
maquina que simula la regla 110

A continuacién se muestra la ejecucion del programa para la maquina de Turing que simula el
funcionamiento de la regla 110 de los autématas celulares elementales y su respectivo autémata
celular equivalente obtenido con el algoritmo propuesto con la entrada 010.

Figura 6.8: Dinamica en dos dimensiones de la maquina que simula el funcionamiento de la
regla 110 con la cadena 010
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Figura 6.9: Dinamica en dos dimensiones de la maquina que simula el funcionamiento de la
regla 110 con la cadena a010
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6.4. Reduccion del numero de simbolos auxiliares

Como podemos observar, en el autéomata celular que simula la méquina capaz de realizar
sumas de numeros binarios, la cantidad de simbolos auxiliares se dispara a causa de las tran-
siciones a la izquierda, cada una de las cuales necesita de un simbolo adicional. Con el fin de
reducir el nimero de simbolos requeridos para formular un autémata celular universal, debemos
efectuar una modificacion al algoritmo.

| u(x) | f(u(x)) | Transicién correspondiente de la MT |

Z dig 1 dig’

dig" | 1 Z = : - B
7 dlg’ 1 7 6<d1g71) - (0167_7L)
Z1 Z2 dlg’ ole
Z dig 0 dig”

dig” | 0 Z = . _ _
7 Tdig | 0 7 d(dig,0) = (zle,=,L)

A Zo | dig” zle
Z | dig | + dig?
dig? | + Z +
Z |digd| + Z
Z1 ZQ dlg3 lef

d(dig,+) = (lef,+,L)

Cuadro 6.15: Ejemplo de simbolos auxiliares con un comportamiento casi idéntico

Para lograrlo, hemos de considerar particulas que representen el movimiento a la izquierda
del cabezal tal y como lo hacen Smith y Lindgren en [19] y [21] respectivamente. Es decir,
contaremos con sélo dos particulas para cada estado; una para indicar que el cabezal se desplaza
a la derecha y otra para indicar que se desplaza a la izquierda. Ambas particulas seran de
tamano 1. Es decir, cada una serd representada con un unico simbolo. Pero no basta con
reemplazar todos los simbolos auxiliares de un estado por otro simbolo tinico, pues esto haria
que el algoritmo generara reglas ambiguas como se muestra en la siguiente tabla.

u(x) f(u(x)) | Transicién correspondiente de la MT
Z | dig 1 dig’
dig’ | 1 Z = : _ _
7 dlg’ 1 7 5(d1ga1) - (Olea_7L)

— Z1 ZQ dlg’ ole
7 Tdg | 0 | dg
7

5(d1g70> = (2167:,L)

— Z1 Z2 dig’7 zle
Z | dig | + | dig

dig’ | + Z +
7 [dig | + Z

— Zl Z2 dlg7 lef

d(dig,+) = (lef,+,L)

Cuadro 6.16: Ejemplo de reglas ambiguas
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Para solucionarlo, debemos de modificar la forma en la que se realizan las transiciones a la
izquierda. Para ello, durante el primer paso de tiempo, reemplazaremos el simbolo que se lee
conforme a lo que indica la regla de la maquina de Turing. De forma simultéanea, reemplazaremos
el estado, pero indicando que se realizara el movimiento a la izquierda. En el segundo paso de
tiempo, el cabezal se moverd a la izquierda, cambiando por el simbolo normal para dicho estado.
Asi, para una transicién de la forma 6(p, X') = (¢, Y, L), definiremos las siguientes transiciones
en el autémata celular.

Y

Zlp | X| —= |q
p| X|Z| — |Y

Cuadro 6.17: Reglas para simular una transicién de la forma 6(p, X) = (¢,Y, L)
Ademéds, para cada estado s tal que d(r, X) = (s, Y, L), agregamos la siguiente regla.
-
Cuadro 6.18: Regla para desplazar el cabezal a la izquierda

Con dichas consideraciones, y tomando como entrada la maquina de Turing que realiza
la suma de numeros binarios, podemos calcular un autémata celular que se comporta de la
siguiente manera y que utiliza, a lo mas, un simbolo auxiliar por cada estado.

e e s e T e S IR TS A
|| 2 | = =

a

ploloolololo
I

|
o

= | QO

e el il i A e e e

OO OOV |
|
00| 0| 0| 00| 3| 0| 0| 0| o| 9| o) @@

00| 0| 0| 0| 33| 3| 3| 0| 0| 0| 0| &0
Il

el el e e e i e i B

=]

o

o

=
gq\'
| 3| |

Cuadro 6.19: Evolucion del autémata celular para los movimientos a la derecha

6.5. Algoritmo para el calculo de un autémata celular
con pocos estados auxiliares equivalente a una maqui-

na de Turing arbitraria
Sea M una méquina de Turing arbitraria de la forma M = (Q, X\, I, 9, qo, B, F'), definimos

el autémata celular equivalente, A, de la forma A = (L,Xa,u, f), en donde L es un arreglo
de celdas unidimensional, u una vecindad de radio r = 1, ¥, un conjunto de estados y f una
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funcion de transicion de la forma f : ¥, — YA . Luego, para calcular cada uno de los elementos
del autémata celular, seguimos los siguientes pasos:

e Inicializamos
o Xy=2yqUQ
™ f =g
e Paracadap, X q, Y,Dtalesqueo (p, X) =(q, ¥, D):
e SiD = derecha:
o AgregarZpX — Yaf
e AgregarpXZ —qgaf
e SiD =izquierda:
e Sino se ha agregado ¢ a X4
o Agregarq aly
o Agregar Z:Z:q' —qaf
e AgregarpXZ—Yaf
o AgregarZpX —gq’af
e Para todas las demas combinaciones:
o Agregar Z;Z:7;— Z:af

Figura 6.10: Algoritmo para el calculo de un autémata celular con pocos estados equivalente a
una maquina de Turing arbitraria

El autémata celular resultante contard con [|Xa|| = ||T']] + ||Q]| + aux estados o colores, en
donde aux es el nimero de estados de la maquina de Turing a los que se puede llegar con un
movimiento a la izquierda.

Dado que este algoritmo funciona sin importar las caracteristicas de la maquina de Turing
deterministica que toma como entrada, se prueba la primera hipdtesis, Frxiste un algoritmo
tal que, tomando como entrada la descripcion formal de una mdquina de Turing arbitraria,
devuelve como resultado un automata celular capaz de stmular a dicha madquina.

6.6. Automata celular universal

6.6.1. Eleccion de la maquina de Turing universal que se simulara

Utilizando el algoritmo descrito en la seccion anterior con una maquina de Turing universal
como entrada, se puede calcular un automata celular universal. Para ello hemos de considerar las
méquinas mostradas por Rogozhin en [24], que a su vez aparecen como las méquinas universales
mé&s pequenas en [23]. A continuacién se muestra una lista de las maquinas de Yurii Rogozhin.
Cada maquina se denotan de la forma UT M (m,n) en donde m es el numero de estados que
posee y n el tamano del alfabeto de su cinta. Se incluye también el niimero minimo y el maximo
de estados que podria requerir un autémata celular para simular cada maquina. El minimo es
igual a la suma del nimero de estados mas el tamano del alfabeto de la cinta de la maquina
mé&s uno (pues debe existir al menos una transicién a la izquierda), y el maximo es igual a
dos veces el numero de estados de la maquina menos uno (pues debe de existir al menos una
transicion a la derecha) més el niimero de simbolos en el alfabeto.
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’ Maquina H Minimo ‘ Maximo ‘

UTM(24,2) | 27 49
UTM(10,3) | 14 25
UTM(7,4) 12 17
UTM(5,5) 11 14
UTM(4,6) 11 13
UTM(3,10) | 14 15
UTM(2,18) | 21 21

Cuadro 6.20: Maquinas de Yurii Rogozhin

Para determinar a través de qué maquina se puede obtener el automata celular con menos
estados, se calculard el nimero de auxiliares necesarios para las mas pequenas de estas. Aque-
llas con un minimo més grande que el menor maximo, 13, seran descartadas. De esta forma,
se analizardn las maquinas UTM (7,4),UTM(5,5) y UTM(4,6). A continuacién se muestra
las tablas de transiciones de dichas méaquinas. Aparecen en negritas aquellas transiciones que
agreguen un estado auxiliar.

State H 0 ‘ 1 ‘ b ‘ c
d1 q1,0,L | q1,0,L | q2,¢,R | q1,b,LL
d2 qz2,LR | q1,0,L | q2,¢,R | g5,1,R
d3 | 94,1,L | q3,1,R | q3,¢,R | q3,b,R
Q|| 97, L,L | q4,1,L | qs,c,L | q4,b,L
a5 as,¢,L | g5,1,LR | g5,¢,R | g5,b,R
de a5,0,R | g6,0,R | q6,b,R | q1,0,R
qr Q3,0,R QGab’L

Cuadro 6.21: Funcién de transicién para la maquina UT' M (7,4)

State H 0 ‘ 1 ‘ b ‘ c ‘ d

ar || a,L,R [ 91,0,L | qi,dR | q2,0,R | qi,b,L
q2 a2,0,R | q2,0,R | q4,0,L | q2,¢,R | g2,d,R
ds as,¢,L | q3,0,R | g5,b,R | g3,¢,R | g3,d,R
d4 qs,1,L | q2,0,R | q3,d,L | q4,c,L | q4,d,L
ds a5, L,R qi,L,R | g5,b,R

Cuadro 6.22: Funcién de transicién para la maquina UT'M (5, 5)

State H 1 ‘ b ‘ br ‘ bl 0 ‘ C
q1 Q1ab1>L thr,R th,L q1707R qlablaL Q4>07R
2 Q2707R q37br’L q27b17R q2?br)L q2717L q27b7R
ds q3717R q47b17R q37b7R q17C7R QI1717R
4 q4707R q27C7L Q47b1,R Q2»C>L q47b7R

Cuadro 6.23: Funcién de transicién para la maquina UT'M (4, 6)

Como puede observarse, existen dos maquinas que proporcionan el menor ntimero de es-
tados posibles para el autéomata celular, UT'M(5,5) y UT'M(4,6). Se utilizard la maquina
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UTM (4,6) que, ademéds de proporcionar el menor de 13 estados para el autémata celular, tiene
una transicién menos que la maquina UT' M (5,5).

’ Maquina H Auxiliares ‘ Total ‘

UTM(7,4) 4 15
UTM(5,5) 3 13
UTM(4,6) 3 13

Cuadro 6.24: Estados necesarios para simular cada maquina

6.6.2. Construccion del autémata celular

Aplicando el algoritmo descrito con anterioridad (Algoritmo para el calculo de un autémata
celular con pocos estados auxiliares equivalente a una maquina de Turing arbitraria), se puede
obtener un autéomata celular computacionalmente universal de 13 estados a partir de la simu-
lacion de la maquina de 4 estados y 6 simbolos descrita por Yurii Rogozhin. Este autéomata, A,
se describe de la siguiente manera. A = (L, X4, u, f), en donde L es un arreglo unidimensio-
nal con infinitos simbolos de 0 (simbolo de blanco) tanto hacia la izquierda como la derecha;
YA =1{¢1,92,93,q4,1,b,br,bl,0,¢,q1",q2’, q3'}; u es una vecindad de radio r = 1, es decir que
contiene 3 celdas incluyendo la que se evalua y f es la regla de evolucion dada por la siguiente
tabla.

| u(x) | f(u(x)) | Transicién correspondiente de la MT |

7q | 7o | qi’ a1 -

71 | 7o | q2’ 2 -

Zy |75 | a3’ ds -

qu Cil é %17 §(qu,1) = (qu,bLL)
oi b E Zf d(a1,b) = (ai,br,R)
qzl g}f bzr qli’ &(q1,br) = (qu1,b,L)
oi %i 21 31 5(q1,bl) = (q1,0,R)
i %1 g (113117 §(q1,0) = (qq,bLL)
qzl C}:l ; 0?4 d(a1,¢) = (a4,0,R)
qz2 C{Z é 0?2 0(az,1) = (a2,0,R)
oi b E %?}7 d(a2,b) = (ga,br,L)
oi gi bzr Zi 6(qa,br) = (q2,bLR)
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qu ?j ];1 (1132; 6(qz,bl) = (qz,br,L)
ci o 5(c2.0) = (qz,1.L)
an %:2 ; .i d(dz,¢) = (d2,b,R)
qu %3 % ;3 6(as,1) = (q3,1,R)
(i %3 lZ) ]Cﬁ 6(qs,b) = (aa,bLR)
Ci lcali ]OZr Cl; d(as,br) = (a3,b,R)
Ci %3 g CZ 6(q3,0) = (a1,¢,R)
e 5(d.c) = (a1,LR)
Ci q14 % ;)4 0(ds,1) = (s,0,R)
qZ4 %4 lZ) q::l’ 6(qa;b) = (aa,c,L)
qZ4 gi bZr (]i d(qa,br) = (qa,bLR)
qZ4 %4 g q(f’ 6(q4,0) = (qe,¢,L)
qZ4 ?34 ; .i d(qa,¢) = (da,b,R)

Cuadro 6.26: Descripcién de la funcién de transicion del autéomata celular equivalente a la
maquina que simula la regla 110
Con el calculo de este automata celular, se prueba la segunda hipétesis, Puede obtenerse un
automata celular universal a través de la aplicacion del algoritmo anteriormente mencionado
a una maquina de Turing universal.
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Capitulo 7

Esbozo de una taxonomia inicial de las
maquinas de Turing

Cuando Wolfram propuso su clasificacion para los autématas celulares era sabido que no es
posible realizarla analizando todas las configuraciones iniciales posibles sobre todos los tamanos
posibles, ya que resultan en un nimero infinito de combinaciones. Es por ello que el anélisis
realizado en este apartado sera puramente estadistico. Sélo se trabajara con un niimero limitado
de méquinas de Turing, con un nimero limitado de configuraciones iniciales, un niimero limitado
de tamanos y un numero limitado de posiciones de inicio para el cabezal de la maquina. Todo
esto sin olvidar que sélo es un bosquejo inicial que requerirda como trabajo a futuro el mismo
analisis con mas méaquinas de Turing.

7.1. El conjunto de maquinas de Turing a analizar

Utilizando el software desarrollado es posible analizar cualquier maquina de Turing dada
su descripcion formal. Sin embargo, al existir un nimero ilimitado de maquinas de Turing,
solo fueron ingresadas algunas de ellas. Estas maquinas son casos clasicos y algunas de recien-
tes estudio. Al ejecutar las maquinas en un amplio nimero de ejecuciones, se asegura que la
morfologia del espacio es posible ser observada. Estas fueron:

1. 0™1™. Reconoce cadenas de n nimeros cero seguidas por n nimeros uno.
2. Emparejamiento de paréntesis. Reconoce cadenas bien formadas de pares de paréntesis.

3. Duplicador de unos. Dada una cadena de niimeros uno, se duplica de forma unaria la cantidad
de niimeros uno.

4. Suma. Dadas dos cadenas binarias y siguiendo un formato especifico, se obtiene la suma
binaria de estas cadenas.

5. Resta unaria. Dada una cadena de la forma 0"10™, siendo 0" la concatenacién de n nimeros
cero y 0™ la concatenacion de m numeros cero; se obtiene una cantidad de ntmeros cero
igual a n — m.

6. UTM(7,4). Implementacién de una maquina de Turing con 7 estados y 4 simbolos. [24]

o7
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Estas maquinas serdan nuestra muestra con los diferentes pardmetros de variacién antes
mencionados.

7.1.1. La maquina 0"1"

Esta maquina suele llegar a una condiciéon de paro rapidamente en condiciones iniciales
aleatorias. Es posible concluir esto como resultado de un experimento en el se ejecuta la maquina
con una cinta de entrada aleatoria de 5000 caracteres, con el cabezal iniciando en una posicién
aleatoria de la cinta de entrada; se obtuvo que de 1000 ejecuciones. 497 (49.7 %) de ellas paran

de inmediato y se detienen en la primer generacién y 739 (73.9 %) paran a lo més en la quinta
generacion.

[ JoX ) Turing Machines

Turing Machine:

0An14n T}

Zoom: 1x

Head Print Tape | Descr

Random

5000 < Generate

Head position

1745 Z leftmost Random

Input:

110101100101100000011010110101
110001101011011111010101000101
011000010110010000001101100000
100001011010101011110001110001
011100011111001100110101001010

Instantaneous Description:

Borders

4  Pixel 1  Border
Maximum lterations

1 -

Execute

Cinta rechazada

Figura 7.1: Ejecucién de la maquina 0"1"™ con un tamano inicial de 5000 carédcteres y con
posicién inicial del cabezal aleatoria. Esta cinta inicial alcanzo las 63 generaciones.

Mientras que en el caso de una cadena que sera aceptada por la maquina, que inicia con el
cabezal en el extremo izquierdo de la cinta, con longitud 100; alcanza las 20202 generaciones,
en comparacién con los pocos caracteres que se alcanzan de forma aleatoria.
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Figura 7.2: Ejecucién de la maquina 0"1" con un tamano inicial de 10 caracteres y con posicién
inicial del cabezal a la izquierda de la cinta de entrada. Esta cinta inicial alcanzdé las 222
generaciones.

7.1.2. La maquina para el emparejamiento de paréntesis

Para el andlisis de esta maquina se realizo un experimento en el que se ejecutd 1000 veces la
maquina de Turing con una cadena inicial aleatoria, con signos de entrada validos, de longitud de
300 caracteres; ya que fue imposible procesar una cadena mas larga con el poder computacional
utilizado durante el experimento, debido al nimero de generaciones alcanzadas.

Durante el experimento se ejecuté la maquina con una posicién inicial del cabezal aleatoria
y se obtuvo que el promedio de generaciones alcanzadas fue 458. Ademas, 680 de estas cintas
iniciales alcanzé menos de 100 generaciones y el maximo de generaciones alcanzadas fue de

17046.
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Figura 7.3: Ejecucién de la maquina para el emparejamiento de paréntesis con un tamano inicial
de 300 caracteres y con posicion inicial del cabezal aleatoria. Esta cinta inicial alcanzo las 938
generaciones.

Sin embargo una cadena tipica aceptada de longitud de 300 caracteres, que inicia con el
cabezal en el extremo izquierdo de la cinta, alcanza facilmente las 10000 generaciones. En este
caso vemos que hay ocasiones en las que una cadena inicial aleatoria es capaz de superar, en
niumero de generaciones alcanzadas, a un caso aceptado, aunque sea sélo en algunos casos.
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Figura 7.4: Ejecucién de la maquina para el emparejamiento de paréntesis con una cadena
inicial de 20 caracteres y con posicion inicial del cabezal en el extremo izquierdo de la cinta
de entrada. Esta cinta inicial alcanzé las 463 generaciones (més que en promedio de forma
aleatoria)

7.1.3. La maquina duplicadora de unos

Esta maquina logra llegar a su condicién de paro de forma muy precepitada cuando se le
dan cadenas iniciales aleatorias e inicia con el cabezal en una posiciéon aleatoria sobre la cadena
de entrada; a comparaciéon de las cadenas que son aceptadas con la misma misma longitud.
Este resultado fue hallado ejecutando 1000 veces la maquina con cintas aleatorias de longitud
10000 con el cabezal en una posicion inicial aleatoria.

Se obtuvo como resultado que en promedio se llegaba a lo més a la cuarta generacién.
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Ademds, 751 (75.1 %) de las muestras alcanzaba a lo mas 5 generaciones y 931 (93.1 %) alcan-
zaba a lo més 10 generaciones. El mayor nimero de generaciones alcanzadas fue de 67.

Empero, una simple cinta que sera aceptada de longitud 20, alcanza las 233 generaciones,
iniciando con el cabezal a la izquierda de la cadena de entrada.

Figura 7.5: Ejecucién de la maquina duplicadora de unos con una cadena inicial de 20 caracteres
y con posicion inicial del cabezal en el extremo izquierdo de la cinta de entrada. Esta cinta inicial
alcanzo las 233 generaciones (més de el triple que el méximo obtenido en el experimento)

7.1.4. La maquina sumadora

Al realizar el experimento con la maquina sumadora, ingresando cintas iniciales aleatorias
de tamano 1000 y el cabezal en una posicion aleatoria; se obtuvo que el promedio de genera-
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ciones alcanzadas fue de 502. Lo cual indica que en la mayoria de los casos la maquina para
inmediatamente después de recorrerse al extremo derecho de la cadena de entrada, restriccién
requerida en la descripcion de la misma. Esto provoca que en la mayoria de las ejecuciones
aleatorias el comportamiento de la maquina se mantenga estatico, aunque con el cabezal des-
plazandose. Ademés, 497 (49.7 %) de las muestras sélo llegan a al menos 500 generaciones y 895
(89.5 %) alcanzan las 900 generaciones, lo cual permitiria apenas recorrer el cabezal al extremo
derecho de la cadena de entrada en el caso de inciar en el extremo izquierdo.

Figura 7.6: Ejecuciéon de la maquina sumadora con una cadena inicial de 1000 caracteres aleato-
rios y con posicion inicial del cabezal aleatoria. Esta cinta inicial alcanzo las 1001 generaciones.

Aunado a esto, una cadena aceptada de 1000 caracteres con la que se probd para saber
cuanto deberia de ser el esperado ese caso, arrojé un total de 504017 generaciones; lo cual
resulta mucho més de lo obtenido en los casos aleatorios. Esto puede tener origen en el formato
estricto que exige la maquina como entrada para operar y obtener una salida aceptada por la
misma.

7.1.5. La maquina para la resta unaria

Para conocer el comportamiento general de esta maquina de Turing, se realizd6 un expe-
rimento ejecutando la maquina con cintas iniciales aleatorias de tamano 1000; con el cabezal
iniciando en una posicién aleatoria, obteniendo como resultado que el promedio de generacio-
nes alcanzadas fue de 532. Ademas, se obtuvo que 469 (46.9 %) muestras alcanzaron menos
de 500 generaciones y 862 (86.2 %) obtuvo menos de 900 generaciones. El méximo niimero de
generaciones alcanzadas fue de 1061.
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Figura 7.7: Ejecucién de la méquina para la resta unaria con una cadena inicial de 1000 caracte-
res aleatorios y con posicion inicial del cabezal aleatoria. Esta cinta inicial alcanzé las 825
generaciones.

Es importante recalcar sobre esta maquina el que se observa un patrén modificando la
cinta y no se estaciona de inmediato. Ademds, para tener una comparacion, una cinta de
entrada disenada para alcanzar el mayor nimero de iteraciones de tamano 31 llega hasta las
513 generaciones.
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Figura 7.8: Ejecucién de la maquina para la resta unaria con una cadena inicial 31 caracteres
arbitrarios el cabezal a la izquierda de la cadena de entrada. Esta cinta inicial alcanzo las 513
generaciones.

7.1.6. La maquina de Turing universal con 7 estados y 4 simbolos

Finalmente, trabajamos con esta maquina universal, haciendo el mismo experimento con
parametros similares; con la diferencia de que al ser una maquina universal, estd disenada para
no parar. Es por ello que se debe poner un limite de iteraciones. El experimento fue realizado
con una cinta inicial de 1000 caracteres, con el cabezal en una posicion aleatoria y un limite de
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iteraciones de 1000.

Es dificil obtener datos sobre el nimero de generaciones alcanzadas, ya que sélo se ve deteni-
da por el méximo de iteraciones. Sin embargo, es posible observar que aunque hay movimiento
del cabezal, realmente la dindamica esta estacionada.

Figura 7.9: Ejecuciéon de la maquina de Turing universal con 7 estados y 4 simbolos con una
cadena inicial 1000 caracteres con el cabezal en una posicién inicial aleatoria sobre la cadena
de entrada.

7.2. Esbozo de la taxonomia

Una vez analizadas las maquinas es posible llegar a varias conclusiones sobre el esbozo de
la taxonomia y sobre el trabajo a futuro.
Con base en las maquinas analizadas concluimos la existencia de 3 clases:

= Clase I: Son aquellas méquinas que se estacionan de forma inmediata. Aunque hay movi-
miento del cabezal o se alcanzan multiples generaciones, la informacién de la cinta no se
ve realmente modificada. Tal es el caso de la maquina duplicadora de unos, la maquina
de 0™1", la maquina sumadora o la maquina universal con 7 estados y 4 simbolos.

= (Clase II: Son aquellas maquinas que no se estaciona de inmediato, pero cambian la infor-
macién con algin patrén ciclico. Este es el caso de la maquina para la resta unaria.

= (Clase III: Son aquellas maquinas que ademas de no estacionarse de inmediato, cambian
la informacién con patrones no predecibles, como se puede apreciar en la méquina para
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el emparejamiento del paréntesis.

Sin embargo, es importante recalcar que como trabajo a futuro se deja el explorar la dinamica
de mas maquinas, asi como el considerar evoluciones con mas una maquina corriendo sobre
una misma cinta, ademas de que esto permitiria considerar el choque de multiples cabezales
corriendo sobre la misma cinta.
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