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Resumen

En este articulo se presenta una breve introduccién a la teoria de la
computacién y los sistemas formales con la intencién de entender los con-
ceptos bésico de computabilidad, complejidad y teoria de autématas, para



la comprensién de la teoria de la computacién no convencional, como caso
de estudio de los autématas celulares. Partiendo de un marco histérico de
los origenes de la computacién se introduce al campo de la computabilidad
con el fin de entender qué se puede solucionar por medio de un sistema
formal como la computadora. Se plantean los problemas que dieron origen
a la computacién y los que se han ido desarrollando conforme se incremen-
tan los recursos computacionales, sin que se encuentre ain una solucién
para ellos por su alto grado de complejidad y de demanda de recursos y se
desarrolla una seccién de la teoria de autématas que presenta diferentes
modelos que se utilizan en la computacién y sus diferentes, funcionamien-
tos, propiedades y capacidades para computar.

1 Introduccion

La computacién, sus bases y fundamentos, tiene sus origenes en investigaciones
cientificas aparentemente no relacionadas con la computacion e incluso antes de
que esta existiera. Estas investigaciones datan de principios del siglo XX real-
izadas por matematicos del area de la légica y los sistemas axiomaticos. Debido
a esto se presentan aqui algunos conceptos que ayudaran al entendimiento de
estas dreas [1]:

e Axioma: enunciado bésico que describe las propiedades fundamentales del
sistema que se estudia.

e Teoremas: enunciados adicionales, derivados de los axiomas, aplicando
secuencias finitas de reglas de inferencia.

e Reglas de inferencia: son reglas disenadas para que los teoremas que se
deriven sean enunciados que constituyen una consecuencia légica de los
axiomas.

Para ejemplificar, una regla de inferencia muy conocida es modus ponens la
cual establece la siguiente propiedad:

SiX =Y
y X
.'Y

En la anterior deduccién nuestro axioma es “si estd oscuro (X), entonces, es
de noche (Y)”, nuestra premisa X es “estd oscuro”, por lo tanto, “es de noche”
es nuestro teorema Y.

La estructura del presente articulo estd dividido de la siguiente forma: se em-
pieza en la seccion 1 definiendo conceptos bésicos de la légica y dando una breve
introduccién a las secciones del articulo; en la seccién 2 se comenta un repaso
histérico por diferentes acontecimientos que fueron dando origen a la teoria de
la computacion; la seccién 3 hace una introducciéon al area de de la computabil-
idad, la jerarquia de funciones computables y la construccién de un lenguaje
bésico para computar; al llegar a la seccién 4 se mostrarda una clasificacién de



los problemas y ciertas caracteristicas que permiten la clasificacién, ademaés se
veran ejemplos que aterricen la clasificaciéon y una breve introduccién a las prop-
uestas de solucién para los problemas intratables; En la seccién 5 se explican
las caracteristicas y funcionamiento de las 3 maquinas de mayor relevancia en la
teoria de autématas, en la seccién también se relacionan los autématas con los
lenguajes que pueden procesar; Por iltimo se comentan algunas conclusiones y
agradecimientos en las dos tltimas secciones del documento.

2 Antecedentes

En el siglo XIX diversos logicos de todo el mundo intentaban aclarar el término
Demostracion en el contexto de la teoria de los nimeros debido a las paradojas
que en ella se presentaban. Hubo diversas contribuciones, Giuseppe Peano usé
el razonamiento formal en el estudio de conjuntos y nimeros. David Hilbert, por
su parte, trabajé en formalizaciones mas estrictas que las de Euclides. Pero, sin
duda, la obra inmensa y laboriosa de Bertrand Russell y Alfred North White-
head, Principia Mathematica publicada entre 1910 y 1913, fue el mayor es-
fuerzo por dotar de completitud y eliminar toda paradoja de la teoria de los
numeros derivando toda la matemética por medio de la légica, incluyendo sus
contradicciones. Pero, jEra este esfuerzo suficiente, se habia logrado eliminar
toda contradiccién del sistema y los métodos eran congruentes consigo mismos?

Hilbert presenté el siguiente reto: demostrar rigurosamente que el sistema
definido en los Principia Mathematica es no sélo coherente (a salvo de contradic-
ciones), sino también completo (o sea que todo teorema vélido de la teorfa de los
nimeros pueda desarrollarce dentro del sistema formal de los Principia Mathe-
matica) [2].

En 1931, Kurt Godel hizo un descubrimiento transcendental, explorando el
razonamiento matematico con el razonamiento matematico. Como fruto de ello
obtuvo el Teorema de Incompletitud. El teorema indica que para cualquier sis-
tema axiomatico valido de teoria de los numeros, existen enunciados validos
(teoremas) dentro de este sistema que no pueden ser demostrados a partir del
sistema mismo (incompletitud). Este logro es consecuencia del isomorfismo que
Godel encontré en las proposiciones lingiiisticas auto-referenciales y las proposi-
ciones matematicas auto-referenciales. Estas proposiciones causan paradojas en
el lenguaje, como es el caso de la paradoja de Epiménides la cual dice: “Todos
los cretences son mentirosos” siendo Epiménides un Cretence. De una forma
mas clara: “Esta afirmacién es falsa”, una paradoja evidente. Pero no es tan
evidente como una proposiciéon relativa a los nimero puede hablar acerca de
si misma. Para demostrar la aseveracion, Godel cred la numeracion de Gédel
para que los nimeros cumpliera la funcién de las proposiciones y asi que una
proposicién de teoria de los ntimeros pudiera hablar acerca de una proposicién
de teoria de los nimeros (inclusive acerca de si misma).

El teorema de Godel se aplica a cualquier sistema axiomaético que se diga
completo y coherente e implica que todo sistema que demuestre la teoria de los



nimeros no es coherente. A su vez si el sistema es coherente no es capaz de
producir todas las verdades relativas a la teoria de los nimeros. El teorema tuvo
implicaciones muy importantes en los procesos computacionales. Debido a la in-
completitud, el fracaso de los sistemas axiomaticos, se presento la duda de ; Qué
se puede resolver con los medios axioméaticos? Se crearon diversos métodos para
conocer la respuesta, todos ellos equivalentes y conforman el nicleo de la teoria
de la computacion, entre estos métodos se encuentra la maquina tedrica desar-
rolladas por Alan Turing, la mdquina de Turing, una maquina capaz de recibir
cadenas de entrada, realizar una serie de instrucciones sobre estas y arrojar
una respuesta (salida), vaya, una computadora muy elemental pero en el nicleo
realiza lo mismo que una computadora actual. Otro método fue el sistema de
l6gica y proposiciones de Church denominado calculabilidad efectiva. Emile Post
trabajé en la construccion de la mdquina de Post para demostrar el problema
de correspondencia de Post. Los anteriores son ejemplos de una computacion,
por su funcionamiento, con ellos se demostré que hay problemas que se pueden
resolver mediante algoritmos y otros en los que la maquina axiomatica, como
la computadora, no es suficiente [4]. Entenderemos a un algoritmo como una
secuencia de instrucciones finitas y no ambiguas que resuelven un problema, y
una computacion como la aplicaciéon de un conjunto de datos de entrada a un
algoritmo, obteniendo un conjunto de datos de salida, resultado del proceso [3].

El campo de la teoria de la computacién se ha desarrollado con la teoria
de la computabilidad, teoria de la complejidad y teoria de lenguajes formales y
autématas.

3 Computabilidad

La computabilidad busca identificar aquellas funciones computables. Com-
putable o calculable se refiere a la posibilidad de construir un algoritmo que
permita el calculo de una funcién sin importar el lenguaje o la implementacién
del algoritmo.

Para este estudio se codifica cualquier dato como una cadena de unos y ceros,
con ello se entiende que las entradas que reciba una funcién computable seran
tuplas de enteros no negativos codificadas en cadenas de unos y ceros (nétese
como empieza a haber una relacién mds notable con la teorfa de los nimeros).
Para tomar en cuenta funciones cuyo dominio no es continuo (por ejemplo, la
divisién no es continua cuando el denominador es cero) se utiliza el término
de funcion parcial. Una funcién parcial denota a una funcién de X la cual, su
dominio es un subconjunto de X. En cambio, cuando el dominio de la funcién
es todo el conjunto X, se le llamara una funcidn total.

Existen 3 funciones iniciales que son la forma mas basica que compone a
las funciones computables:

e La funcion cero, representada por el simblo (.

e La funcion sucesor, representada por el simbolo o.



e La funcion de proyeccion, representada por el simbolo 7.

Estas funciones forman la base de la jerarquia de las funciones recursivas.

La mayoria de las funciones basicas que realiza una computadora actual
estan basadas en las funciones recursivas primitivas, todas estas son funciones
totales [1]. La clase de las funciones recursivas primitivas, consiste en todas
aquellas funciones que pueden construirse a partir de las funciones iniciales
aplicando un numero finito de combinaciones, composiciones y recursividades
primitivas. Esta clase abarca la mayoria de las funciones totales, pero no todas.
Por ejemplo, una funcién recursiva total que no es primitiva recursiva (que no
estd compuesta por funciones iniciales) es la funcién de Ackermann. La clase
de las funciones recursivas primitivas, no abarca toda la colecciéon de funciones
computables, ya que existen funciones computables que no son totales como la
funcién de Ackermann.

La clase de las funciones totales computables se conoce como clase de las
funciones p-recursivas y abarca funciones iniciales, recursivas primitivas y totales
computables [1].

La siguiente clase en la jerarquia de computabilidad, es la clase de las fun-
ciones computables estrictamente parciales, para su estudio introduciremos el
concepto de minimalizacién, el cual estd relacionado con la induccién matematica.
El método consiste en dividir la funcién recursiva anadiendo una clausula extra
que retorna el valor mas pequeno de la funcién, como sucede en la induccion,
para poder resolver la funcién con el conjunto de elementos mas pequenos. Esta
clase se contruye a partir de las funciones iniciales y un ntmero finito de com-
binaciones, composiciones, recursividades primitivas y minimalizaciones, esto
permite que la clase contenga todas las funciones parciales computables, como
una mdquina de Turing posee el poder de realizar cualquier computacion.

La clase de las funciones recursivas parciales, figura 1, representa la tesis de
Church, que hasta hoy en dia tiene validez, ya que nadie ha encontrado una
funcion parcial computable que no sea una funcion recursiva parcial. Pero no
s6lo esto da fuerza y validez a la tesis de Church, hay otro aspecto importante
que senala la validez de la tesis por su equivalencia a la tesis de Turing, a
continuacion se muestran los dos teoremas validos que lo comprueban.

e Todo proceso computacional realizado por una maquina de Turing es el
calculo de una funcién recursiva parcial.

e Toda funcién recursiva parcial es computable por una maquina de Turing.

La conjuncién de ambos teoremas nos muestra que ambas tesis son iguales y
concluimos el mismo limite del alcance de los procesos computacionales, desde
dos enfoques distintos el operacional y el funcional, este limite es el conjunto de
las funciones recursivas parciales.
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Figura 1: Diagrama de Venn donde se muestra la jerarquia final de los problemas
computables con el enfoque de funciones recursivas.

3.1 Lenguaje basico de programacion

Una vez que tenemos definidos los alcances de los algoritmos computacionales
podemos indagar en los requerimientos minimos [1] de un lenguaje de progra-
macién capaz de implementar la solucién a cualquier funcidon recursiva parcial,
ya sea total o estrictamente parcial. El grupo de requerimientos se compone de:

e El conjunto de los enteros no negativos Nt ser4 el tipo de dato que se
utilizara.

e Dos enunciados de asignacion:
incr nombre; decr nombre;

El primero incrementa en una unidad la variable nombre y el siguiente la
decrementa en una unidad.

e La estructura de control, while la cual estd definida de la siguiente manera:



while nombre # 0 do; .

end;

Con estas tres instrucciones bésicas, se pueden construir otras que hagan
mas legible el programa:

e La funcién cero, se implementa limpiando una variable.
clear nombre;

while nombre # 0 do;
decr nombre;
end;

e La asignacion del valor de la variablel a la variable2, serd representada
por el siguiente codigo:

clear aux;

clear nombrel;

while nombre2 # 0 do;
incr aux;
decr nombre2;

end;

while aux # 0 do;
incr nombrel;
incr nombre2;
decr aux;

end;

A partir del c6digo anterior se implementan las funciones recursivas par-
ciales que ya hemos visto, combinacion, composicion, recursividad primitiva y
minimalizacion. De acuerdo a lo visto en la subseccién anterior, las funciones
anteriores son suficientes para calcular cualquier funcién recursiva parcial, por
lo tanto, el lenguaje elemental descrito arriba proporciona el poder para platear
una solucién a cualquier algoritmo, sus limitantes seran la legibilidad y lo tar-
dado de la implementacién. Podriamos afirmar que lo que hemos codificado es
una mdquina de Turing, ya que ningin otro lenguaje podria encontrar la solucion
a algo mds que las funciones recursivas parciales y si lo hiciera contradiria la
tesis de Church-Turing.

En esta seccion se busco esclarecer el conjunto de problemas computables.
Se vieron diferentes propuestas equivalentes debido a las conclusiones obtenidas
en el estudio de los limites de la computacion, resaltando la importancia de la
méaquina de Turing por definir el conjunto de procesos computables.



4 Problemas intratables
En primera instancia podriamos clasificar a los problemas en:

o Computables (decidibles)

e No computables (no decidibles)

Los problemas decidibles [1] se clasifican segiin los recursos (espacio y/o
tiempo) que consumen para ser resueltos usando siempre su mejor solucién al-
goritmica conocida para la peor entrada posible. Indecidibles, por su parte,
aplica a una férmula que no pertenece a un determinado sistema formal y que
su negacién tampoco pertenece al mismo. Esta nocién esta relacionada con la
incompletitud del sistema.

Un ejemplo clasico de un problema indecidible es el ya menciaonado prob-
lema de Hilbert [5]:

Determinacion de la solubilidad de una ecuacion diofdntica: dada
una ecuacion diofdntica con un nimero arbitrario de incégnitas y
con coeficientes enteros racionales: idear un proceso por el que se
pueda determinar mediante un numero finito de operaciones si la
ecuacion es soluble en enteros racionales.

Este es el tipo de problemas que se plantearon en el programa formalista
de Hilbert, dicho en un lenguaje menos técnico: establecer para las teorias
matematicas procedimientos de tipo finito para decidir si una férmula dada es
0 no un teorema de la teorfa [2], éste es el problema de decisién de la teoria o
Entscheidungsproblem. Plantear este problema constituia el sueno de Leibniz de
tener un calculus ratiocinator que decidiera sobre las verdades l6gicas, mediante
la reduccién del razonamiento, al cdlculo aritmético.

4.1 El problema indecidible de los mosaicos

El siguiente problema se basa en una tesela o baldosa, las cuales son estructuras
geométricas cerradas como las de la figura 2.

Figura 2: Imagen de un ejemplo de tesela Wang y su configuracién de color

La entrada al problema es un numero finito de teselas 1. Cada tesela de T'
tiene su descripcién definida por sus cuatro colores en un orden. El problema
se plantea como a continuacién:



Dada cualquier superficie finita, de cualquier tamano, jpuede re-
cubrirse usando teselas de los tipos de T, de forma que las teselas
adyacentes tengan el mismo color en los lados que se tocan? Ademés,
existen las restricciones de que las teselas no se pueden rotar ni re-
flejar.

Notese que hay un niumero ilimitado de baldosas de cada tipo, pero el nimero

de tipos es finito.

Tesela 1 Tesela 2 Tesela 3

Figura 3: Representacion del problema de dominé de Wang en una superficie.

En 1961, H. Wang [6] se interes6 en encontrar un algoritmo capaz de deter-
minar si era posible colocar las teselas, con las restricciones ya mencionadas, de
forma que se llenara la superficie deseada. Wang en [7] afirmaba haber encon-
trado el algoritmo pero con la suposicién de que los conjuntos de teselas que
construyen un mosaico aperidédico también forman un mosaico peridédico. Sin
embargo, en 1966 Berger [8], alumno de Wang, descubrié el primer conjunto
de teselas que sélo formaba mosaicos aperiédico, el conjunto constaba 20,156
teselas; el conjunto se redujo en 1971, cuando R. M. Robinson en [9] publicé
el conjunto de 6 teselas con modificaciones en las esquinas que tampoco pro-
ducia mosaicos periddicos pero si aperiddicos. Es importante mencionar que
las teselas de Robinson son equivalentes a 36 teselas cuadradas que solo tienen
movimiento de traslacién '. Estos conjuntos determinaron que el algoritmo de
Wang no era universal para todos los conjuntos posibles de teselas, por lo tanto
el problema, de nuevo, no tenia un método que lo resolviera.

El anterior problema es un problema de decisién donde la respuesta a la que
deberfa llegar un programa seria si o no, es un caso particular tipo dominé. Se
le llama problema indecidible por ser imposible disenar un algoritmo que dada
una entrada T resuleva el problema.

1En 1977, R. Penrose cubrié un plano de forma aperiédica con solo dos poligonos, la flecha.
y el cometa [10].



4.2 Problema de la parada y verificacién

Con el ejemplo anterior podemos introducir otros dos problemas muy conocidos
por su fuerte grado de indecibilidad:

Problema de la parada: dado un programa (o algoritmo) A y
un valor de entrada X ;se puede contruir un algoritmo para saber
siempre si A parard o no?

Hasta el momento no existe un algoritmo para determinar si un programa,
con cierta una entrada, parard o no. Tampoco existe un algoritmo para la
solucion universal del siguiente problemas:

¢ El problema P
puede ser resuelto
mediante el
programa A?

Si
Problema P /

Programa A
No

Figura 4: Problema de verificacién

Problema de la verificacion: dada la descripcién formal de un
problema P y un programa (o algoritmo) A que supuestamente lo
resuelve, ;es posible contruir un algoritmo que verifique si A efecti-
vamente resuelve P?

Este problema también es considerado mo computable y su solucién es mas
complicada que el problema de la paradada o el de los mosaicos por ser un
problema mas general, que no sélo se ocupa de saber si el algoritmo se detendra
sino ademads saber si lo resolver4.

4.3 Problemas decidibles

En el conjunto de los problemas decidibles se trabaja en reducir la cantidad de
recursos que requieren para su solucién. Los recursos que se usan comunmente
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son:

e Tiempo: el cual se puede medir a priori o posteriori. El tiempo a priori se
obtiene por medio de el niimero de acciones elementales mientras que con
la técnica de posteriori el recurso se mide en tiempo (segundos, minutos,
etc.). Este recurso es el prioritario en disminuir.

e Ejecucion: es una medida espacial en la que se mide la cantidad de
memoria necesaria para llegar a la solucién.

La medida de la complejidad temporal depende de la entrada, comunmente
denominada N. Esta, de forma regular, influye de las siguientes maneras:

e Lineal: kN

e Polinomial: kN™
e Logaritmica: log N
e Exponencial: &V

Donde la constante £ € Nt. Por ejemplo, el problema de bisquedas sobre
listas ordenadas tiene un grado de complejidad de log N, esta es la cota minima
de complejidad para este problema debido a que esta demostrado que ningin
algoritmo nuevo mejorard este grado. Por ello se considera un problema cerrado.

Aquellos problemas cuya solucién es un algoritmo de complejidad polinomial
(kN™) son conocidos como problemas tratables. Por su contraparte, aquellos
que su complejidad resulta ser super-polinémica, como la exponencial, se les
llaman intratables.

Algunos ejemplos de problemas intratables son:

e Las torres de Hanoi 2%,
e Juego de ajedrez 37.
e Aritmética de Presburguer 22" [11].

El ejemplo clasico de un problema intratable es el problema de las torres
de Hanoi. El problema se centra en un sistema como el de la figura 5 con tres
torres y un nimero N de discos, donde N € NT. La trama consiste en mover
los N anillos de la torre A a la torre B o C, usando una de las otras como ayuda
pero sin que un disco de mayor tamano quede encima de uno de menor tamano.

Su cota minima de complejidad es de 2%V, una computadora con la capacidad
de 10% operaciones por segundo es capaz de resolver en 1 ms el problema con
10 anillos y casi 36 anos con 50 anillos.

Existen otros problemas que, a la fecha, presentan una cota superior, por
ejemplo es el problema del viajero o TSP, por sus siglas en ingles (Traveling

(N—1)!

Salesman Problem) [12], este tiene una complejidad “=5—= [13], donde N € N,

11



L]

Figura 5: Torres de Hanoi con N =4

por lo que tiene una explosién combinatoria que crece muy fécilmente, por
ejemplo volviendo al procesador con capacidad de 10® operaciones por segundo
este es capaz de resolver en 3.62 segundos el problema con 10 ciudades y casi en
1,928 anos con 20 ciudades. Estos problemas se conocen como NP-Completos,
estos tienen la propiedad de que su cota acutal se considera no tratable con una
maquina determinista, ademas, aun no se comprueba que no se pueda llegar
a la solucién con una determinista, pero con una maquina no determinista es
posible obtener un resultado éptimo.

Problemas Decidibles Problemas Indecidibles

Problemas
Intratables

Problemas Fuertemente
no computables no computables

Figura 6: Divisién general de los problemas

Problemas Problemas
Tratables INP-Completos
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5 Teoria de automatas

La teoria de autématas se dedica al estudio y desarrollo de modelos abstractos
que representan formalmente una computacién o un algoritmo, cada autémata es
capaz de resolver un conjunto de problemas. Los origenes de esta area de estudio
se desarrollaron en areas que no parecian tener una relacion tan directa con la
ciencia de la computacién, de hecho, sus contribuciones iniciales datan de fechas
anteriores a la maquina de Turing, la teoria de incompletitud y la contruccion
de la primera compuerta AND. En 1921, Emil Post publicé en su tesis doctoral
[15] la introduccién a un marco como sistema de inferencia basado en un pro-
ceso finito de manipulacién de simbolos para sistemas 16gicos [14]. Post utilizd
el principio puramente sintactico de modus ponens en Principia Mathematica
para derivar una férmula del lenguaje con las reglas del mismo. Con lo anterior
Post encontré lo que hoy llamamos cdlculo proposicional y las operaciones for-
males que denominé producciones. Las producciones de Post fueron aplicadas
por Noam Chomsky para producir la teoria de las gramaticas de los lenguajes
naturales, lo que derivé en la jerarquia de lenguajes de Chomsky. La relacion
que hay entre Post, la teoria de gramaéticas y la ciencia de la computacién se
manifesto cuando John Backus, independiente del trabajo de Chomsky, utilizé
las producciones de Post para crear una sintaxis para el desarrollo de ALGOL
58, fue entonces cuando se evidencié que los lenguajes que se podian escribir en
términos de la sintaxis de Backus eran los mismos que los lenguajes independi-
entes del contexto de la jerarquia de Chomsky. Después, con el desarrollo de los
autématas surgié otra relacién cuando un autémata finito reconocia la misma
clase de lenguaje que una de las jerarquias de Chomsky, los lenguajes regulares
[16].

Para el estudio de esta campo, se da una introduccién a los siguientes con-
ceptos para su mejor entendimiento:

e Simbolo: es una representacion de un objeto, puede ser cualquier caracter
que represente un elemento, como: 5, 8, n, etc.

e Alfabeto: es un conjunto finito de simbolos. Este conjunto no puede ser
vacio. El alfabeto comunmente se representa por X.

e Cadena: es una secuencia de simbolos contruida a partir de los elementos
del alfabeto, también se le llama frase o palabra. Se representa por una
letra griega como: «,f,w. Las cadenas conforman el conjunto infinito
del alfabeto universal denotado por %* el cual contiene todas las combi-
naciones finitas de los simbolos del alfabeto. Por ejemplo, del alfabeto
¥ = {1,0} se obtiene la cadena w = 100 que forma parte del conjunto
¥* ={1,0,11,00,01, 10,000,100, ...}. La cadena vacia se representa por
€.

e Lenguaje: es un conjunto finito de cadenas formadas por los simbolos del
alfabeto que cumple ciertas restricciones propias de cada lenguaje. Por
ejemplo el lenguaje L = {100,001, 00,111} se forma con ¥ = {1,0} pero la
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cadena w = 1010 no forma parte del lenguaje L, la notacién para designar
lo anterior se escribe w ¢ L.

5.1 Autdématas finitos

En la teoria de autématas, el modelo més simple de un autémata es el autémata
finito [17]. Este es un mecanismo matématico que acepta infromacién de en-
trada, la procesa por medio de calculos o transformaciones simbdlicas generando
una salida. Este modelo puede representar una funcién cuyos argumentos son
la entrada y el resultado la salida. Su funcionamiento consiste en ir pasando
de un estado a otro, en funcién de los caracteres de la cadena de entrada que
recibe, hasta llegar a un estado final, el cual indica que la maquina ha llegado
a un estado de aceptacion o de fin. Este autémata puede ser representado por
un diagrama de estados como el de la figura 7

Figura 7: Diagrama de estados de un AFD

FEl diagrama de la figura 7 nos sirve para ejemplificar el procesamiento que se
lleva acabo con la cadena de entrada bbaa. Inicia el autémata en su estado inicial
qo, cuando recibe el primer caracter b pasa al estado ¢» de acuerdo a la transicion
que se marca en el diagrama con una flecha de gg a g2 cuando una b es recibida en
qo- Con esta misma lectura del diagrama vemos que al recibir la siguiente b en ¢
este permanece en el mismo estado qo, al llegar el siguiente caracter a se regresa
al estado qp y al ingresar el siguiente caracter a se desplaza al estado g3 el cudl es
un estado final o de aceptacién. Con lo anterior podemos inferir que la cadena de
entrada es una cadena valida del lenguaje propio de este autémata. Otro ejemplo
para una cadena aceptada por este lenguaje es baaabb, la siguiente secuencia
muestra su validacion: gg =4 g2 =4 90 =0 ¢1 =a Q1 = 1 = q1, la cadena ha
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sido completamente leida y el autémata quedé en un estado de aceptacion,
esto indica que la cadena es valida para el lenguaje de dicho AFD. En un
caso contrario al anterior, la cadena bbba no forma parte del lenguaje de dicho
autémata debido a que, siguiendo la secuencia gy =4 g2 =5 g2 =5 g2 =4 o que
representa el procesamiento de la cadena, el autémata termina su proceso en
un estado que no es de aceptacién y por lo tanto la cadena no forma parte
del lenguaje. Es necesario resaltar que los estados son el tinico medio que le
proporciona memoria al autémata, por ejemplo, si nos encontramos en el estado
g2 sabemos que al menos hemos recibido un caracter b.

Los autématas tienen una representacién formal que se define a continuacién:

Definicion: una autémata de estados finitos M es una quintupla
(%,Q,s, F,§), donde:

3. es el alfabeto, el conjunto finito de simbolos.

Q es la coleccién finita de estados.

s es el estado inicial, s € Q.

F es el conjunto finito de estados finales, pueden ser uno o més, F C Q

e ) representa la funcién de transicion en la que a partir de un estado y un
sfimbolo de entrada se obtiene un nuevo estado @ x ¥ — Q.

Existen dos clases de autématas finitos, los deterministas (AFD) y los no
deterministas (AFN). La primera de estas clases tiene la caracteristica de que
estando en un estado ¢ y con un simbolo de entrada determinado, el siguiente
estado siempre serd el mismo. Esto se logra con la restriccion de que cada
estado sélo puede tener una transicién a otro estado con cada simbolo de X.
Los autématas finitos no deterministas no siguen la anterior restriccion, a éstos
se les permite que cada estado tenga cero o mas transiciones con cada simbolo
del alfabeto, ademads, la transicién puede ser provocada no sélo por un simbolo,
sino también por subcadenas o hasta e. Por todo lo anterior, los AFN no tienen
una funcién de transicién sino una relacion. El autémata se define formalmente
como una quintupla (¥, @, s, F, A), donde X, @, s, F' representan lo mismo que el
AFD y A es la relacién de transicion @ X X* x @, esta notacién representa una
tripleta (¢1,w, gz2), en la que el segundo elemento de la relacién es una palabra
que se consume permitiendo ir de ¢; a ¢2. Los AFD son un subconjunto de los
autématas no deterministas, por lo tanto, todo AFD es un AFN.

La definicén formal del autémata de la figura 7 es M = (X, Q, qo, F,0),
donde:

e ¥ ={a,b}
e Q=1{q,q1,q}
o F={q,q}
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abbab Q

Figura 8: Diagrama de estados de un autémata no determinista

)= {((QOa a) 7q1) ) ((qu b) 7QQ) ) ((Qh CL) 7QI) ) ((Qh b) ) Q1) ) ((QQ, 0,) aQO) ) ((qu b) ) qQ)}

Para ejemplificar un AFN se tomara el de la figura 8 el cual se define for-
malmente como M = (%, Q, qo, F, A), donde:

e ¥ ={a,b}
e Q={q,q1}
e '={q:}

e A= {(QO»G7QO) , ((Jo,b, (JO) s (qo,abbab7 (11) ) ((JhG»(h) ) (qlvba Ch)}

Ambas clases de autématas aceptan una cadena cuando han consumido toda
la cadena de entrada, siguiendo las transiciones que lo definen, y, ademas, al
ultimo estado que llegaron es un estado final de F.

El lenguaje aceptado por un autémata M es el conjunto de las palabras
aceptadas por dicho autémata. En el caso del ejemplo del AFD de la figura 7
el lenguaje de dicho autémata son todas las palabras que empiezan con a, que
contienen aa o que terminan con b como aaab, baa, aba. Este lenguaje no acepta
la cadena vacia €, para que esto ocurra se necesita que el estado inicial sea de
aceptacién. En el ejemplo del AFN de la figura 8 el lenguaje de este autéomata
es el conjunto de todas las cadenas con cero o mas a’s o b’s antes o después de
la subcadena abbab, en una notacién formal el lenguaje del AFN en cuestién se
define como L = {{a,b}" UabbabU {a,b}"}.

Los autématas finitos que hemos definido realizan la tarea de aceptar o
rechazar una cadena, pero tambien existen AF con la propiedad de producir
una salida diferente a “si” o “no”. Hay dos formas de definir la salida de un
AF, en la primera forma la salida depende de las transiciones y en la segunda
depende del estado en el que se encuentra el AF. Estos AF corresponden al
automata de Mealy y al autémata de Mooree respectivamente. Propuestos por
G. Mealy y E. Moore [17].

Las autématas de Moore tienen la caracteristica de que su salida depende
del estado en que se encuentra. La salida es producida cada vez que el autémata
llega a un estado ya que cada estado puede tener asociado una salida.
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En los autématas de Mealy, por su parte, la salida se produce en la tran-
sicién de un estado a otro estado o en un bucle. A diferencia de Moore, en este
autémata cuando uno llega a cierto estado la salida puede no ser siempre la
misma debido a que la salida también depende del estado anterior. Cada tran-
sicion marcada en el diagrama de estados puede producir una salida diferente.

En la jerarquia de lenguajes de Chomsky el lenguaje que es aceptado por los
autématas finitos es el lenguaje regular, el conjunto de lenguajes més pequeno
de la jerarquia. El métdo que valida que un lenguaje regular es aceptado por
un AF, y que un AF representa un lenguaje regular, consiste en una serie de
transformaciones que son aplicadas a una expresion regular para convertirla en
un autémata finito que acepte el mismo lenguaje que la expresién. Dichas trans-
formaciones se pueden representar con las grdficas de transicién. En caso de que
sea necesario concer con mas a detalle el método de validacién, se recomienda
consultar la siguiente referencia [17].

5.2 Autématas de pila

En la jeraquia de Chomsky los lenguajes regulares son los méas bésicos y estan
contenidos en su totalidad por el siguiente nivel, el conjunto de los lenguajes
libres de contexto, estos seran referidos por las siglas LLC. En este nivel de la jer-
arquia los AFD no tienen la capacidad de aceptar todos los LLC. Una propiedad
que deberia tener un autémata que acepte todos los LLC es recordar cadenas ar-
bitrarias de caracteres, para logralo se implementa un almacenamiento auxiliar
denominado pila, donde se pueden depositar, caracter por caracteres, cadenas
arbitrarias. A este modelo se le llama autdmata de pila, al que nos referiremos
por AP.

La pila es una estructura en la que se almacenan caracteres uno sobre otro
evitando que el primero que se introdujo salga antes que todos los que fueron
introducidos después y asegurando que el ultimo que entré en la pila sea el
primero en salir. Al iniciar el procesamiento de una cadena la pila se encuentra
vacia y en el transcurso de la operacion se van almacenando o sacando caracteres
de la pila, segin lo marquen las transiciones, hasta elfinal del procesamiento.

Para que la cadena sea aceptada, el AP debe cumplir los siguientes criterios:

e La palabra de entrada se debe haber leido completamente
e El AP debe encontrarse en un estado final al final del precesamiento
e La pila debe estar vacia

Un ejemplo de un AP es el que se muestra en la figura 9. Su representacion
es muy parecida al diagrama de estados de un AF pero con una modificacién en
las transiciones. La transicién sigue esta notacién w/a /S, donde w es el caracter
leido de la cadena de entrada, a es el elemento o la secuencia de caracteres que
se saca de la pila (accién tipicamente conocida como Pop) y [ es el elemento o la
secuencia de caracteres que se introduce en la pila (accién tipicamente conocida
como Push). Para representar que no se consume o se introduce ninguna cadena
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b/ale

alela
b/ale

Figura 9: Representacion de un autémata de pila

a la pila se uiliza en la notacién el e. Teniendo estas caracteristicas en cuenta,
podemos ver que lenguaje es el que acepta nuestro AP de la figura 9. La
transicién a/e/a se produce cuando el caracter leido es una a, no extrae nada
de la pila e inserta una a en la pila. La siguiente transiciéon b/a/e se produce
cuando es leida una b entonces saca una a del tope de la pila y no mete nada en
ella. Anilizando todas las transiciones y su colocacién se llegaria a la conclucién
de que el AP acepta cadenas de la forma a™b", donde n € N. Tomemos como
ejemplo la cadena aabb para ver si es aceptada por el autémata, en la tabla de
la figura 10 se representa el procesamiento.

Estado Caracteres | Pila Transicion
por leer

Yo aabb |e

%o abb |a 1

%o bb |aa 2

s b |a 3

Q1 € ¢ 4

Figura 10: Procesamiento de la palabra aabb por un AP

El procesamiento que se muestra en la figura 10 finaliza en un estado de
aceptacién del autémata, la pila queda vacia y la cadena de entrada se leyé en
su totalidad, con estos tres aspectos cumplidos concluimos en que la palabra
forma parte del lenguaje del AP de la figura 9.

La representacién formal de un AP es la siguiente:

Definicidn: una autémata de pila M es una séxtupla (X, Q, T, s, F, A),
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donde:

Y es el alfabeto de entrada, el conjunto finito de simbolos.

@ es la coleccidén finita de estados.

I' es el alfabeto de la pila.

s es el estado inicial, s € Q.

F es el conjunto finito de estados finales, pueden ser uno o mas, F C Q

e A representa la relacién de transicién en la que se indica los elementos a
sacar y meter en la pila y el un nuevo estado del autémata A C (Q x X* x I'*) x (Q x I'*).

La notacién de las transiciones de A es ((p,u,3),(q,7)), esto implica que
estando el estado p y habiendo consumido la subcadena u se extrae la subcadena
B de la pila, se posiciona en el estado g y se introduce la subcadena ~y en la pila.

Con lo anterior formalizaremos el ejemplo del AP de la figura 9 el cual es un
séxtuplo M = (£,Q,T, qo, F, A), donde:

o T ={a,b}
* Q=1{q,n}
o T = {a,b}
o F={aq}

A ={((q0,a,€),(q0,a)),((q0,b,a),(q1,€)),((q1,b,a),(q1,¢€))}

Un AP tiene la capacidad para aceptar los lenguajes regulares y los LLC
de la jerarquia de Chomsky. Acepta los regulares debido a que un AF es un
AP pero que no hace uso de la pila, por lo que sus transiciones no sacan ni
intruducen nada en la pila y en la referencia [17] se encuentra la prueba de que
si un lenguaje L es LLC, entonces existe un AP M tal que L (M) = L.

5.3 Maquinas de Turing

En la seccién 3 se hablé de la méquina de Turing y su capacidad de procesar
el conjunto de problemas computables, sin embargo, no se definieron sus carac-
teristicas ni su descripcién formal. En esta subseccién se veran las propiedades
y mecanismos de una maquina de Turing.

La méaquina de turing fue propuesta en los anos treinta como una solucién
para trabajar problemas que podian ser estructurados en pasos bien definidos y
finitos. La MT (como se le abrevia comunmente) es un mecanismo abstracto que
consta de una cabeza lectora-escritora y una cinta con caracteres de entrada, la
cinta tiene una longitud infinita hacia la derecha pero hacia la izquierda no es
infinita, debido a que contiene un cuadro en el extremo izquierdo que contiene
el simbolo |, que representa el caracter blanco. La cabeza se puede mover en
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ambas direcciones (izquierda y derecha) pudiendo paras varias veces sobre el
mismo elemento de la cinta. Al iniciar la operacién la MT, la cabeza lectora
esté colocada en el primer elemento de la cinta, el espacio blanco. La secuencia
de operacién que sigue la MT al procesar una entrada es la siguiente:

1. Leer un elemento de la cinta
2. Cambiar de estado

3. Realizar una accion sobre la cinta

Las acciones que ejecuta la MT en el paso 3 sélo se pueden aplicar una a la
vez, estas son:

e Escribir un simbolo en la cinta.
e Mover la cabeza en alguna direccién

El primer elemento de la cinta siempre es el caracter blanco, en la segunda
posicién empieza la cadena de entrada y del ultimo caracter de la cadena de
entrada hacia la derecha se llena el resto de los espacios de la cinta con el
caracter blanco . La MT termina su operacién cuando se alcanza el estado
llamado halt representado por h, se puede decir que halt es el tnico estado
de aceptacion con la limitante de que h no tiene ninguna transicién, cuando
se llega es porque a finalizado completamente el procesamiento e implica que
la cadena ha sido aceptada. Si la cadena que se introduce no es propia del
lenguaje del MT, este se quedara atrapado en un ciclo infinito. Al igual que en
los autématas anteriores, en este también el lenguaje que acepta es el conjunto
de palabras aceptadas por dicho MT.

Para graficar el funcionamiento de la MT se tomard la siguiente notacion
para indicar las acciones que realizard la méquina, cuando en la flecha de tran-
sicén se indique o /L, significa que la cadena de entrada es o y que la cabeza
lectora hace un movimiento a la izquierda, cuando en vez de L tenga una R
significard que el movimiento que realiza la cabeza lectora es un desplazamiento
hacia la derecha, por sus siglas en inglés Le ft y Right; cuando lo que se requiere
es escribir en la cinta, la accidn se representard por o/, donde £ es un caracter.

Con los elementos anteriores podemos disenar una MT que acepte palabras
con la forma {(a,b)" Ua}, esto se refiere a cadenas de a’s y/o b’s con una
a como caracter final. Para su verificacién, cuando la cadena se haya leido
completamente y la cabeza lectora se encuentre en el espacio blanco a la derecha
de la cadena, se regresard a la ultima letra, con una accién L, y verificara si el
ultimo caracter es una a. La representacién grafica se muestra en la figura 11.

La MT tiene una representacién formal, en la que una MT es un quintuplo
(%,Q,T,s,0), donde:

e Y es el alfabeto de entrada, el conjunto finito de simbolos, donde , ¢ Q.

e () es la coleccion finita de estados, en la que h € Q.
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/R
> do a1 Qa2 h

a/R

Figura 11: Representacion de una MT que procesa cadenas compuestas de a’s
vy b’s pero que finalizan con una a.

e [ es el alfabeto de la pila, donde , e 'y X C T
e s es el estado inicial, s € Q.

e J representa la funcién de transicién en la que se indica el un nuevo estado

de la MT y su accién a realizar (Q —{h} xI') = K x ([ U{L, R}).

En 6 se denota que dependiendo de un estado, excepto h, y el caracter leido
en la cinta se obtiene un estado nuevo y una accién a realizar, sea escribir o
mover la cabeza en una direccién. De esta forma, cada transicién puede ser
escrita como 6 (g, a) = (p,b), donde ¢ es el estado actual; a es el caracter sobre
el que se encuentra la cabeza lectora; p es el nuevo estado y b es el caracter
que se escribira. También puede escribirse en lugar de b, L o R denotando un
movimiento hacia la izquierda o derecha.

Decimos que un lenguaje L es Turing-aceptable si hay alguna MT que llega
al estado halt para toda entrada w € L.

Adema&s de procesar palabras, una MT también puede procesar funciones,
y un caso particular de funciones es aquel en que el resultado estd limitado a
si 0 no, tal resultado denota si una funcién tiene cierta propiedad o no. Un
caso de este tipo de funciones es el problema de paro en el que dada una cadena
w vy la descricién de un lenguaje L, decidir si w € L, este problema también es
conocido como el de la correspondencia de la palabra estudiado por Post. El
estudio de este problema ha determinado que es un problema que no puede ser
resuelto con una MT y por lo tanto por ninguna otra méquina [17].

Los limites de la méaquina de Turing tiene su fundamento en el estudio de
los limites de los lenguajes que la MT tiene la capacidad de procesar. Dentro
de la jerarquia de Chomsky, el lenguaje que contiene a los lenguajes antes men-
cionados es el lenguaje recursivamente enumerables, también llamado lenguaje
estruturado por frases, y es asociado con la MT debido a que es la iinica maquina
con las propiedades necesarias para procesar ese lenguaje. Es importante recal-
car que existen otros lenguajes, pero el estudio de los lenguajes relacionados con
las maquinas se limita a los recursivos enumerables porque es el mas extenso
conjunto de lenguajes que pueden ser analizados por medio de algoritmos [17].
La razon por la cudl se afirma que hay lenguajes que no se pueden analizar con
una MT es porque el nimero de maquinas de Turing basadas en un alfabeto X
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es infinito contable porque existe una biyeccién con el conjunto de los niimeros
naturales, en cambio, el nimero de cadenas, y por lo tanto de lenguajes, que se
obtiene a apartir del conjunto X es infinito no numerable, ello conlleva que que
el conjunto de MT es menor que el conjunto de los lenguajes basados en un al-
fabeto X. Por lo tanto existen lenguajes basados en ¥ que no son estructurados
por frases.

Podemos ver una una reflexién importante de las capacidades de la MT con
respecto a la inteligencia artificial ya que existe la creencia de que el cerebro
humano trabaja ejecutando algoritmos, lo que nos llevaria a la conclusién de
que el cerebro humano no comprende ciertos lenguajes al igual que las MT,
pero existe otra tendencia que piensa que el nivel de capacidad del cerebro es
mucho mas poderoso que la ejecucién de algirtmos, por lo tanto, con esta teoria,
la computadora jamés podria tener una verdadera inteligencia.

Existen otros modelos diferentes a las MT e incluso hay MT con diferentes
caracteristicas que una MT tradicional, entre ellas podemos mencionar los sigu-
ientes ejemplos:

e MT con varias cabezas y/o cintas.
e MT no determinista.

e Mdquinas de Post.

e Gramaticas.

Todos estos modelos o implementaciones, al igual que una MT, no pueden
realizar un analis sintactico a aquellos lenguajes que estdn en un nivel superior
a los lenguajes estructurados por frases.

Para finalizar la seccién se comentara un concepto de gran relevancia para
las ciencias computacionales que Turing sostuvo en su tesis, el concepto de
la mdquina universal de Turing. Esta maquina estd disenada para ejecutar
programas que se almacenan en sus cintas, dichos programas son una version
codificada de una MT que realiza la tarea que desea que se ejecute en la méquina
universal. La codificacén de la MT que realiza el procesamiento es realizada
en el lenguaje universal compuesto de cadenas de 0,1, por lo tanto, para que
una MU (mdquina universal) ejecute un proceso lo primero que es necesario
hacer es disenar la MT que hace el proceso, después se codifica en el lenguaje
universal y por ultimo intrucimos en la cinta la codificaciéon de la MT. La MU
ejecutara las transiciones y manipulard los datos en la cinta. En algunas lecturas
se puede encontrar una representaciéon de la MU con 3 cintas que simplifica
su comprensién. Una de las cintas es usada para almacenar el programa de
entrada y los datos; una de las restantes se emplea para manipular los datos y
en la dltima se almacena una representacién del estado actual de la MT que se
ejecuta. Se recomienda acudir a la referencia [1] para més detalles de la maquina
universal.
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6 Conclusiones

Historicamente es imprescindible el desarrollo no sélo matematico sino total-
mente interdiciplinario para comprender problemas cada vez més complejos, ya
que intuimos que la relacién con las demas dreas es inherente cada vez que ata-
camos un problema con mayor profundidad. Hemos visto que en diferentes dici-
plinas se han estudiado las capacidades de los sistemas formales para describir
la solucién de todos los problemas y que los trabajos méas importantes en el area
han llegado a conclusiones equivalentes que actualmente nos siguen marcando
el mismo limite para utilizar todo el avance tecnolégico que se ha desarrollado.
Mientras la tesis de Church-Turing siga sin ser refutada, las capacidades de la
computacién seran las mismas independientemente de los recursos o modelos
que se utilicen, estos pueden, en el mejor de los casos, mejorar en tiempo y re-
cursos los problemas intratables pero no cambiaran los problemas no decidibles
por decidibles, sin embargo, debe coexistir ese trabajo interdiciplinario que nos
lleva por nuevos caminos como el de la computaciéon natural que nos provee
de nuevos paradigmas para tratar problemas mas grandes o complejos. Por su
parte, el concepto de universalidad que Turing desarrollé es lo que hoy ten-
emos fisicamente como una computadora, esa maquina que ejecuta programas
codificados en el lenguaje universal.
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