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Las ecuaciones diferenciales surgen en muchos contextos de la biologia, economia y ciencias sociales. Tales ecuaciones,
aunque simples y deterministas, pueden mostrar un arreglo sorpresivo de comportamiento dinamico a partir de puntos
estables a una bifurcacion jerarquica de ciclos estables, aparentemente de fluctuaciones aleatorias. Hay consecuentemente
muchos problemas fascinantes, algunos concernientes con aspectos matematicos delicados de estructuras finas de las
trayectorias, y algunas concernientes con la practica de implicaciones y aplicaciones.

1. Introduccién

Hay muchas situaciones en muchas disciplinas, las cuales
pueden ser descritas al menos por una primera aproxi-
macién de una simple ecuacion diferencial de primer orden.
Estudios de las propiedades dinamicas de modelos de cuyos
modelos usualmente consisten en encontrar las soluciones
de equilibrio y después la realizar un anélisis lineal que
determina su estabilidad con respecto a pequenas perturba-
ciones: explicitamente caracteristicas dindmicas no-lineales
no son usualmente consideradas.

Sin embargo, recientes estudios han mostrado que la
ecuacion diferencial no-lineal més simple puede poseer
un espectro extraordinariamente rico de comportamientos
dindmicos, de puntos estables, a través de cascadas de cic-
los estables, para un régimen en el cual el comportamiento
(aunque totalmente deterministico) es en muchos aspectos
“cabdtico”, o indistinguible de una funcion simple de un pro-
ceso aleatorio.

Este articulo tiene varios objetivos.

Primero, aunque las principales caracteristicas de este feno-
meno no-lineal ha sido descubierto e independientemente
redescubierto por muchas personas, no conozco ninguna
fuente donde todos los resultados sean reunidos todos jun-
tos. Yo he tratado de dar un recuento sinéptico. Esto es
hecho de una manera breve y descriptiva e incluye algin
nuevo material; las pruebas matematicas detalladas son en-
contradas en una literatura técnica, la cual es mencionada.

Segundo, yo indico algunas de las cuestiones matemaéticas
interesantes, las cuales no se ven totalmente resueltas. Al-

gunos de estos problemas son de indole préctico, los cuales
proveen una descripcidon probabilistica para las trayectorias
que muestran aleatoriedad; atin a través de su estructura
subyacente es deterministico. Otros problemas son de in-
terés intrinseco matematico y tratan de la patologia de
las estructuras de bifurcaciéon o de los verdaderos compor-
tamientos aleatorios que pueden surgir cuando la funcién
no-lineal F'(z) de la ecuacion (1) no es analitica. Otro ob-
jetivo aqui es estimular la buisqueda de estas cuestiones,
particularmente de las cuestiones empiricas la cuéles se
relacionan con el procesamiento de datos.

Tercero, dar algunos archivos donde estos conceptos po-
drian encontrar aplicaciones practicas. Tales aplicaciones
van desde lo abstracto metaforico (donde, por ejemplo, la
transicion de un punto estable al "caos” sirve como una
representacion del inicio de la turbulencia en un fluido), a
modelos del comportamiento dindmico de poblaciones bi-
ologicas (donde uno puede busca el campo o los datos de
laboratorio estimando los valores de los parametros en la
ecuacion diferencial).

Cuarto, hay una revision breve de la literatura correspondi-
ente a la forma de este espectro de comportamiento - puntos
estables, ciclos estables, caos - pueden surgir en segundo o
mas grandes ordenes de la ecuacion diferencial (que es, dos o
méas dimensiones, dos o mas especies interactuando), donde
el inicio del caos usualmente requiere no-linealidad menos
grave. Ecuaciones diferenciales son también cuestionadas en
este punto de vista; esto muestra que un sistema tridimen-
sional de ecuaciones diferenciales de primer orden requieren
de una manifestaciéon de comportamiento caotico.

El articulo termina con un evangelical motivo para la intro-
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duccion de estas ecuaciones diferenciales dentro de los cur-
sos de mateméaticas elementales, entonces la intuicién estu-
diantil podria ser enriquecida por ver las cosas salvajes que
una ecuacion diferencial simple puede hacer.

Ecuaciones diferenciales de

primer orden

2.

Uno de los sistemas més simples que un ecologista puede
estudiar es la reproduccién de la poblacién en la cual las
generaciones no se sobrepoblan [1].

Muchas poblaciones naturales, particularmente insectos de
zonas templadas (incluyendo los de tierras importantes
economicamente y las pestes de tierras de hortalizas) son de
este tipo. En estas situaciénes, los datos observados, con-
sistirdn, usualmente, de informacion acerca del méaximo o
promedio, o del total de poblacién de cada generaciéon. La
teoria busca entender como las magnitudes de poblacién en
la generacion t 4+ 1, x4y es relacionado a la magnitud de
la poblacién en la generacién precedente ¢, X7, como una
relaciéon que puede ser expresada en forma general.

Xy = F(Xy) (1)
La funcion F(z) serd usualmente lo que los bitlogos lla-
man “densidad dependiente” y un matemético lo llama
no-linealidad; entonces la ecuacion (1) es una ecuacion
diferencial no-lineal de primer orden.

Sin embargo, de aqui en adelante adoptaremos el habito de
referirnos a las variable X como ”la poblacién”, hay innu-
merables situaciénes fuera de la poblaciéon biol6gica donde
la ecuacion (1) aplica. Hay otros ejemplos en biologia, co-
mo por ejemplo, en genética (donde la ecuacion describe
el cambio de la frecuencia genética en el tiempo), o en
epidemiologia (con X siendo la fraccion de la poblacion
infectada en el tiempo t). Ejemplos en economia incluyen
modelos para de la relacién entre costo y beneficio y los
precios, para la teoria de los ciclos econémicos y para la
secuencia temporal generada por varias otras cantidades
econdmicas. La ecuacion general (1) también es usada por
las ciencias sociales, donde surge, por ejemplo, en teorias
de aprendizaje (donde X puede ser la cantidad de infor-
macion que se puede recordar después de un intervalo ¢) o
en la propagaciéon de rumores en varias estructuras sociales
(donde X es el numero de personas que han escuchado el
rumor después de un tiempo t). La imaginacion del lector
sera capaz de inventar otros contextos para la ecuacion (1).

En muchos de estos contextos, y para las poblaciénes bi-
olodgicas en particular, existe una tendencia por la variable
X a incrementarse de generacién en generaciéon cuando es

pequena, y a ir decrementandose cuando es grande. Es-
to es la funcion no lineal FI(X) y que sigue las siguientes
propiedades: F(0) = 0; F(X) incrementa constantemente
como X incrementa en el rango de 0 < X < A (con F(X)
logrando su méaximo valor en X = A y F(X) decremen-
tandose constantemente, como X incrementa mas alla de
X = A. Ademéas F(X) usualmente contendra uno o més
pardmetros los cuales se "acomplaran” a la severidad de su
comportamiento no-lineal; los parametros los cuales acom-
plaran la pendiente de la cresta en la curva F(X). Estos
pardametros tendran tipicamente un significado bioldgico,
econdémico o social.

Un ejemplo especifico se ofrece a continuaciéon en la
ecuacion|l, 4, 11, 23]

Nt+1 = Nt(a — bNt) (2)

Esto es algunas veces llamado la ecuacién diferencial "logisti-
ca”. En el limite b = 0, describiendo un crecimiento poblacié-
nal puramente exponencial (para a > 1); para b # 0, la
no-linealidad cuadratica produce un crecimiento en la curva
con una cresta, la pendiente de la cual es ajustada por el
parametro a. Para escribir X = %, la ecuacién puede ser
llevada a una forma canénica [1, 4, 12, 23]:

Xt+1 = aXt(l - Xt) (3)

De esta manera, ilustrada en la fig 1, es posiblemente
la ecuacion diferencial no-lineal mas simple. Yo usaré la
ecuacion (3) para la mayoria de los ejemplos e ilustraciones
en este articulo. Aunque atractivo para los matematicos,
por la virtud de su extrema simplicidad, en aplicaciones
practicas la ecuacion (3) tienen la desventaja de que es
requerida X para permanecer en el intervalo 0 < X < 1;
si X excede la unidad, en iteraciones subsecuentes diverge
hacia —oo (lo que significa que la poblaciéon llegara a ex-
tinguirse). Ademas, F'(X) en la ecuacion (3) logra un valor
méximo de § (en X = %), la ecuacion por lo tanto posee un
comportamiento dindmico no trivial solo si a < 4. De otra
manera, todas las trayectorias son atraidas hacia X = 0 si
a < 1. Asi para un comportamiento dindmico no-trivial re-
querimos 1 < a < 4; deteniendo asi que la poblacién llegue
a extinguirse.

Otro ejemplo, con una procedencia més garantizada en la
literatura biologica[l, 33, 37], es la ecuacion:

Xt+1 = Xtexp[r(l — Xt)] (4)

Esto nuevamente describe una poblacién propensa a un
crecimiento exponencial simple con bajas densidades, y una
tendencia a decrecer en altas densidades. La pendiente de
este comportamiento no-lineal es ajustada por el parametro
r. El modelo es recomendable para una poblacion de es-
pecies simplela cual es regulada por una epidemia de alta



densidad. La funcion F(X) de la ecuacion (4) es ligeramente
mas complicada que la ecuacion (3) pero tiene la ventaja
compensadora de que la estabilidad local implica la estabil-
idad local para toda X > 0.

Las formas (3) y (4) de ninguna manera escapan a la lista
de funciones de crestas sencillas F(X) de la ecuacion (1)
el cual puede ser sacrificada en la literatura ecologica. Un
vasto y completo catalogo es mostrado, con referencias, por
May y Oster. Otras funciones mateméticas similares son
dadas por Metropolis et al. Aun, otras formas de F/(X) son
discutidas bajo el encabezado de "curiosidades matemati-

cas”.
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Fig. 1. Una forma tipica de la relaciéon entre X;11 y X; descrita
por la ecuacién 1. La grafica son de la ecuacion 3, con a = 2,707
c(a); y a = 3,414(b). La linea color verde indica la pendiente en
“los puntos fijos” donde f(z) intersecta la linea de 45°: para el
caso de a esta pendiente tiene una inclinacién menor a —45° y
el punto fijo es estable; para b la pendiente tiene una inclinacién

mayor a —45° y el punto fijo es inestable.®

“Esta imagen se edité en un graficador llamado ”Grapher”

3. Propiedades dindmicas de Ila

ecuacion 1

Constante posible, valores de equilibrio (o "puntos fijos”) de
X en la ecuacion (1) pueden ser encontrados algebraica-
mente haciendo X;;; = Xy = X* y resolviendo la ecuacién
resultante es:

X* = F(X*) (5)

Un método grafico equivalente es buscar los puntos donde la
curva F'(X) que describe X, dentro de X(t + 1) intersecta

la linea de 45°, X(;11) = X(3), lo que corresponde al ideal
del nirvana de un crecimiento poblacional cero; ver fig 1.
Para las curvas de cresta-simple discutidas anteriormente,
y ejemplificadas por las ecuaciones (3) y (4), hay dos de
los dichos puntos: la solucién trivial X = 0, y una solucién
no-trivial X* (la cual para la ecuacion (3) es X* = 1—[1/a]).

La siguiente cuestion es concerniente a la estabilidad del
punto de equilibrio X*. Esto puede ser visto como depen-
dencia de la pendiente de la curva F(X) en X*. Esta pen-
diente, el cual es ilustrado por las lineas trazadas la fig 1,
puede ser designada:

AD(X*) = [dF/dX]x=x- (6)
Siempre y cuando esta pendiente este situada entre 45° y
-45° (que es, A() entre 1 y —1), haciendo un angulo agu-
do con la linea 45° ZPG (Crecimiento de poblacion cero);
el punto de equilibrio X* serd al menos localmente es-
table, atrayendo todas las trayectorias a su vecindad. En la
ecuacion (3), por ejemplo, esta pendiente es A = 2 — a: el
punto de equilibrio es por lo tanto estable, y atrae todas las
trayectorias originadas en el intervalo 0 < X < 1, si y solo
sil<a<3.

Como los parametros correspondientes son ajustados en-
tonces la curva F'(X) se convierte mas y mas abruptamente
en cresta, esta pendiente determinadamete estable en X*
eventualmente puede tener una inclinacién maés alla de -45°
(eso es, A1) < —1), en cuyo caso el punto de equilibrio X*
ya no es estable.

Qué sucede después? Qué sucede, por ejemplo, con a > 3
en la ecuacion (3)7

Para contestar estas preguntas, es ttil observar que el mapeo
al que se refiere la poblacion en intervalos sucesivos de 2 gen-
eraciones aparte; esto es, observar la funcién que describa
Xt_;,_g a Xt.

Esta segunda iteracion de la ecuaciéon (1) puede escribirse
como:

Xiro = FF(Xy)]

O, introduciendo una pieza obvia de notacion,

(7)

Xipo = FO(X)) (8)

El mapeo entonces derivado de la ecuacion (3) es ilustrado
en la fig. 2 y 3.

Valores demogréaficos los cuales se repiten cada segunda gen-
eracion(esto es, puntos fijos con periodo 2) puede ahora ser
escrito como X3, y también encontrarse algebraicamente de:

X; = F?(X3) (9)

INT: Se encontrarén invertidas las imagenes en el texto original y en la traduccién fueron corregidas



Fig. 2 La grafica realtiva a X¢12 a X; se obtien por dos itera-

ciones de la ecuacion 3. Esta figura para el caso (a) de la fig. 1,
a = 2,707: el punto fijo basico es estable, este es el 'unico punto
en el cual F(®)(X) intersecta la linea de 45° (donde su pendiente,
mostrada por la linea punteada, tiene una inclinacién menor a

45°)°,

“Esta imagen se edit6 en "Graphmatica”

O graficamente de la interseccion entre el mapa F*)(X) y
la linea de 45°, como se muestra en las figuras 2 y 3. Clara-
mente el punto de equilibrio X* de la ecuacion (5) es una
solucion de la ecuacion (9); el punto fijo basico de periodo
1 es un caso degenerado de una solucién de periodo 2.

Nosotros ahora hacemos una simple, pero crucial, obser-
vacion: la pendiente de la curva F(X) en el punto X*
se define como A\?(X*) e ilustrado por las lineas punteadas
en la fig. 2 y 3, es la raiz de la pendiente que corresponde a
F(X)

AP (X7) = DX (10)
Este hecho puede ser usado ahora para hacer evidente que
sucede cuando el punto fijo X* llega a ser inestable. Si la
pendiente de F(X) es menor de —45° (que es, [\D] < 1),
como se ilustra por la curva a en la fig 1, entonces X*
es estable. Tambien, de la ecuacién (10), esto implica
0 < M® < 1 correspondiendo a la pendiente de F en
X*, esto entre 0° y 45°; como se muestra en la figura 2.
Tan grande como el punto fijo X* es estable, este propor-
ciona solo la solucién no-trivial de la ecuacion (9). De otra
manera, cuando la trayectoria de la curva de AV va mas
alla de —45° (que es, |\(V| < 1), como ilustra la curva b
en la figura 1, X* llega a ser inestable. Al mismo tiempo,
de la ecuacion (10) implica que A(?) > 1 corresponde a la
pendiente de F(®) en X* que llega mas alla de 45°, como se

muestra en la fig 3. Como esto sucede, la curva F?) debe
desarrollar un ”bucle”, y dos nuevos puntos fijos de periodo
2 aparecen, como se ilustra en la fig 3.

En breve, como la funcién no-lineal F(X) en la ecuacion
(1) llega a tener més inclinada la cresta, el punto fijo basico
X* puede llegar a ser inestable. Exactamente en la etapa
cuando esto ocurre, hay nacimiento de dos nuevos puntos
inicialmente estables de periodo 2, entre los cuales el sis-
tema alterna en un ciclo establece de periodo 2. El tipo de
grafica analizada indicada por las figuras 1, 2 y 3, a lo largo
de la ecuacion (10), es todo lo necesario para establecer este
resultado genérico.

Como antes, la estabilidad de este periodo de ciclo 2 de-
pende de la pendiente de la curva F(?)(X) en los 2 puntos.
(Esta pendiente es facilmente mostrada para ser la misma
en ambos puntos, y mas generalmente para ser la misma en
todos los puntos k en un ciclo de periodo k). Ademas, como
es claro se puede imaginar los estados intermedios entre las
figuras 2 y 3,esta pendiente determinada-establemente tiene
el valor de A = +1 en el nacimiento del ciclo de 2 puntos,
y entonces decrementa a través de cero hacia A = —1 como
la cresta en F'(X) continua inclindndose.

Mas alla de este punto los puntos de periodo 2 volveran a ser
inestable, y la bifurcacién da inicialmente un ciclo estable
de periodo 4. Esto a su vez nos da el camino para un ciclo
de periodo 8 y desde alli, una jerarquia de bifurcacién de
ciclos estables de periodos 16,32,64,...,2™. En cada caso,
la forma en la cual el ciclo estable de periodo k llega a ser
inestable, simultaneamente bifurcandose para producir un
nuevo e inicialmente ciclo estable de periodo 2k, es béasica-
mente similar para el proceso de proponer solamente para
k = 1. Una cuenta mas completa y rigurosa del material
cubierto hasta el momento esta en la ref.(1).

Este "fenomeno de bifurcacion muy hermoso”[22] es rep-
resentado en la fig. (4), por ejemplo la ecuacion (3). Esto
no puede ser tan fuertemente enfatizado, que el proceso es
genérico para la mayorfa de las funciones F'(X) con cresta
de inclinacion ajustable. Metropolis et al[14]. Se refieren a
esta jerarquia de ciclos de periodos 2" como las armoénias
de los puntos fijos X*.

Aunque este proceso produce una secuencia infinita de
ciclos con periodo 2" (n — o0), la "ventana"de valores
paramétricos donde ningun ciclo es estable en una dimen-
sién progresiva, a fin de que el proceso entero es un proceso
convergente, comenzando a delimitar sobre algunos valores
paramétricos criticos. (Esto es verdad para la mayoria, pero
no para todas, las funciones F(X): observar la ecuacion
(17) mas abajo). Este valor paramétrico critico es un punto
de acumulaciéon de ciclos de periodo 2". Para la ecuacién
(3) se expresa a. : a. = 3,5700. . ..



Fig. 3 Como de la Fig. 2, excepto que a = 3,414, como en la fig

1b. Los puntos fijo basicos son ahora inestables: la pendiente de
F®)(X) de estos puntos la inclinacion es mayor de 45° seguida

de la aparicién de dons nuevas soluciones de periodo 2. ¢

“Esta imagen fue editada en "Graphmatica”’

Mas alla de este punto de acumulacion (por ejemplo, para
a > a. en la ecuacion (3)) hay un namero infinito de pun-
tos fijos con diferentes periodicidades, y un nimero infinito
de ciclos periodicos diferentes. Hay también un incontable
nimero de puntos iniciales X las cuales dandan trayecto-
rias (aunque delimitadas) totalmente aperiddicas; no im-
portando que tan grande sea el tiempo para generar las
series por F'(X) éste es agotado u el patron nunca se repite.
Estos hechos pueden ser establecidos por una variedad de
métodos|1, 4, 20, 22, 29]. Por ejemplo, una situacion donde
un namero infinito de diferentes orbitas pueden ocurrir, fue
bautizado como "cadtico” por Li y Yorke[30].

Como el pardmetro se incrementa mas alla del valor critico,
en primera todos estos ciclos aun tienen periodos, con X,
alternando entre los valores de arriba y los valores de abajo
del punto fijo X*. Aunque estos ciclos pueden ser en verdad
muy complicados (teniendo un periodo no-degenerativo de,
por decir, 5726 puntos antes de repetir, éstos parecerén,
para un observador casual, bastante a un ciclo de periodo
2 "ruidoso”. Conforme el valor del pardmetro continda in-
crementandose, llega a un estado (en a = 3,6786. .. para la
ecuacion (3)) en el cual el primer periodo extrafio aparece.
En el primero de estos ciclos extranos tiene periodos muy
largos, pero conforme el valor del pardmetro continua in-
crementando ciclos con cada vez mas pequenos periodos

extranos que son levantados, hasta que al final los puntos
del ciclo tres aparecen (en a = 3,8284... para la ecuacion
(3)). Mas alla de este punto, hay ciclos con cada perio-
do entero, asi como un nimero incontable de trayectorias
aperiodicas asintoicas: Li y Yorke[20] titularon su prueba
original de este resultado "Period Three Implies Chaos”
(Periodo tres implica caos).

El termino “caos” nos trae una imagen de trayectorias
dindmicas las cuales son indistinguibles de algtn proce-
sos estocasticos. Simulaciones numéricas de la dinamica de
las ecuaciones (3), (4) y otras ecuaciones similares tienden
a confirmar esta impresision. Pero para funciones F(X)
suaves y “sensibles” como en las ecuaciones (3) y (4), el
hecho matemético a resaltar es que, para cualquier valor
paramétrico especifico habra un tdnico ciclo que es estable,
y que atrae esencialmente todos los puntos iniciales[22, 29];
(ver la ref. 4, apéndice A, para una exposiciéon simple y
lucida). Eso es, que hay un ciclo que casi ”posee” todos
los puntos iniciales; el namero inicial infinito de otros cic-
los, junto con las trayectorias asintética y aperiodicas, que
pertenecen a un conjunto de puntos los cuales, aunque in-
contable, tiene media cero.

Como esta claro gracias a las Tablas 3 y 4, ningin ciclo
estable particular podria ocupar una ventana extraordi-
nariamente estrecha de valores paramétricos. Este hecho,
junto con un tiempo grande es probable que se tome para
asociaciones transitivas con las condiciones iniciales decre-
mentando la amplitud, lo que significa que en la practica
el tnico ciclo que es improbable que sea descubierto, y que
una descripcién estocéstica de las dindmicas es probable
que sea apropiada, a pesar de la estructura deterministica
oculta. Este punto es perseguido en la seccién "aplicaciones
practicas”, méas adelante.

El principal mensaje de esta seccién es resumir en la Tabla
1, cuales conjuntos de varios dominios de comportamien-
tos dindmicos de la ecuacion (3) y (4) como funciones de
los pardmetros a y r respectivamente, que determina la
gravedad de la resuesta no-lineal. Estas propiedades pueden
ser entendidas cualitativamente de manera grafica, y son
generales para cualquier comportamiento de F(x) en la
ecuacion (1).

Ahora procederemos a una discusion més detallada de la es-
tructura matemaética de una region cadtica para funciones
analiticas, y después mencionaremos problemas practicos
acerca de la consideracion de los comportamientos pecu-
liares mostradas por las funciones no-lineales, (como se
muestras en las dos columnas de la derecha de la tabla (1)).



Tabla 1: Compendio de las varias formas de funciones de “cresta-simple” F(X), de la ecuacion (1), comportandose en la regiéon caotica, distinguiendo

las propiedades dindamicas las cuales son genericas de aquellas que no lo son.

La funcién F(X)

aX;siX<% AX;siX <1

de la ecuacién (1) aX(1—-X) Xexp[r(l — X)] a(l — X);siX > % AXT7hsiX <1
Parametro de ajuste a T a b
El punto fijo se vuelve inestable 3.0000 2.0000 1.0000* 2.0000
Comienza la regién “Caotica”

[punto de acumulacién de ciclos de periodo 2™ 3.5700 2.6924 1.0000 2.0000
Aparece primer periodo impar del ciclo 3.6786 2.8332 1.4142 2.6180
Aparece ciclo con periodo 3

|y por tanto se presenan todos los periodos enteros| 3.8284 3.1024 1.6180 3.0000
Termina regién “caotica” 4.0000t oot 2.000071 oot
,Hay ciclos estables en la regién caotica? Si Si No No

4. Estructura finita de la regidn inestabilidad se muestra en la figura (4).
caotica
1.0

Nosotros hemos visto como el punto fijo original X* se bi- R
furca para dar un periodo 2 armonico. Pero, jcomo surgen -
los nuevos ciclos del periodo k7
El proceso general es ilustrado en la figura 5, el cual mues-
tra como el ciclo de periodo 3 se origina. Por una exten-
sién obvia de la notacién introducida en la ecuacion (8), las
poblaciones de tres generaciones son relacionadas por:

Xeys = FO(Xy) (11)
Si la cresta de F'(X) es suficientemente inclinada, la tercera -
iteracion producira una funcion F(3)(X) con 4 crestas, co-
mo se muestra en la figura (5) para el F(X) de la ecuaciéon
(3). En primera (para a < 3,8284... en la ecuacion (3) ) la - e
linea de 45° intersecta la curva solo en un punto X* y en 0 ooy
X =0, como se muestra en la curva de la figura (5). Como o o aln o e =] =

. )

en la pendiente de la curva en F(X), los valles en F(®)(X) o o s T =

consiguen ser mas pronunciados, hasta que simultaneamente
los dos primeros valles se hunden y el dltimo pico toca la
linea de 45°, y después la intersecta en 6 nuevos puntos co-
mo se muestra en la figura (5). Estos seis puntos se dividen
en dos distintos ciclos de tres puntos.

Como puede hacerse ver el imaginar las etapas intermedias
en la figura 5 puede mostrar que la estabilidad determin-
istica de la pendiente de F(3)(X) de tres de estos puntos
tienen un valor comun, ell cual es A®)(X = +1) en su
nacimiento y posteriormente su pendiente llega mas alla de
—1: este periodo de ciclo 3 nunca es estable. La pendiente
de F®)(X) y los otros tres puntos comienzan en \®) = +1
y luego decrecen hacia cero, resultando un ciclo estable de
periodo 3. Como F(X) continua inclinandose, la pendiente
A®) para este ciclo de tres puntos inicialmente estable de-
crece mas alla de -1, por lo que el ciclo se torna inestable,
y da lugar para el proceso de bifurcacion, discutido en la
seccion anterior, del ciclo estable del periodo 6, 12, 24 ...
3z2". El nacimiento de este par estable e inestable que
surge inicialmente como un ciclo estable, y su llegada a la

Fig. 4 Esta figura muestra algunos de los puntos fijos estables
(——) e inestables (- - - - - ) de varios periodos que pueden pro-
ducirse por medio de procesos de bifurcaciéon en la ecuacion 1 en
general, y en la ecuaciéon 3 en particular. Del lado izquierdo, el
punto fijo estable se convierte en inestable y da un incremento
por una sucecioén de bifurcaciones de pitchfork de arémincas es-
tables de periodo 2"; ninguno de estos ciclos es estables mas alla
de a = 3,5700. A la derecha, los dos periodos de ciclo tres apare-
cen por una bifuracién tangencial; uno es inicialemnte inestable;
el otro es inicialmente estable, pero llega a ser inestable y da lugar
a armoénicas estables de periodo 3z2™, el cual tiene un punto de
acumulacién en a = 3,8495. Note el cambio en la escala del eje a,
necesario para poner ambos ejempos en la misma figura. Hay un
numero infinitamente muchas otras ventanas, basadas en ciclos de

més grandes periodos.®

“Est4 imagen fue editada en ”"Dia”

Hay, por lo tanto, dos tipos bésicos de procesos [1, 4] de
bifurcacién para ecuaciones diferenciales de primer orden.



Tabla 2: Compendio de las varias formas de funciones de “cresta-simple” F(X), de la ecuacion (1), comportandose en la regiéon caotica, distinguiendo

las propiedades dindamicas las cuales son genericas de aquellas que no lo son.

La funcién F(X)

de la ecuacién (1) aX(1—-X)
Parametro de ajuste a
El punto fijo se vuelve inestable 3.0000
Comienza la regién “Caotica”

[punto de acumulacién de ciclos de periodo 27| 3.5700
Aparece primer periodo impar del ciclo 3.6786
Aparece ciclo con periodo 3

|y por tanto se presenan todos los periodos enteros| 3.8284
Termina regién “caotica” 4.0000t
,Hay ciclos estables en la regién caotica? Si

aX;siX<% AX;siX <1
Xexp[r(l — X)] a(l — X);siX > % AXT7hsiX <1

T a b
2.0000 1.0000" 2.0000
2.6924 1.0000 2.0000
2.8332 1.4142 2.6180
3.1024 1.6180 3.0000

oot 2.000071 oot

Si No No

Verdaderamente nuevos ciclos de periodo k, surgen en pares,
(uno estable y uno inestable) como los picos y los valles de
las iteraciones de F(X) movidas respectivamente, arriba y
abajo de la linea de intercepcién de 45°, como se muestra
en la figura (5). Como los ciclos nacen en el momento que
los picos y los valles llegan a la tangente de la linea de 45°,
y la pendiente inicial de la curva F* a los puntos es asi
A = +1: este tipo de bifurcaciéon podria ser llamada [?, 7]
una bifurcacién tangencial o una bifurcaciéon A = +1.
Contrariamente un ciclo originalmente estable de periodo
k podria conseguir su inestabilidad como la inclinacién de
F(X). Esto ocurre cuando la pendiente de F* de ese perio-
do k, sus puntos llegan mas alla de A*) = —1 en cuyo casi
un nuevo ciclo inicialmente estable de periodo 2k nace de la
forma ejemplificada en la figura (2) y (3). Asi este tipo de
bifurcacion podria ser llamada bifurcacion ’pitchfork’ (dan-
do una imagen de mano izquierda mostrada en la figura
(4)) o una bifurcacion A = —1. [1, 4]

Poniendo todo esto junto, concluimos que como los paramet-
ros en F'(X) estan variando fundamentalmente, las unidades
dindmicas estables son ciclos de periodos béasicos de k, las
cuales surge por la bifurcacion tangencial. a lo largo de sus

. Como existen varios ciclos organizados a lo largo del in-
tervalo de valores paramétricos relevantes? Esta pregunta
tiene de mi conocimiento, que ha sido resuelta independi-
entemente por 6 grupos de personas quienes han visto el
problema en el contexto de la teoria combinatoria, analisis
numérico, poblacién biolégica, y teoria de sistemas dinami-
COS.

Un enfoque simple, (el cual tiene la ventaja de requerir pe-
quenos aparatos técnicos y la desventaja de ser algunas ve-
ces torpe) consiste en resolver primero la pregunta, ;coémo
muchos puntos de periodo k pueden existir? Esto es, como
pueden existir muchas soluciones distintas en la ecuacion:

Xip = FM(X}) (12)

cascadas asociadas de armonia de periodos k2", los cuales
surgen por la bifurcacion de 'pitchfork’. Con estas bases la
solucién constante de equilibrio X* y la iteracion subse-
cuente del ciclo estable de periodo 2 es simplemente un caso
especial, aunque este caso notablemente importante llama-
do k = 1, de un fenémeno general. Para complementar,
recordemos que para funciones analiticas sensibles (como,
por ejemplo, en la ecuacion (3) y (4)) hay un tnico ciclo
estable para cada valor paramétricos en F(X)). El rango
completo de los valores paramétricos (1 < a < 4 en la
ecuacion (3), 0 < r en ecuacion (4)) podria ser considera-
da como un componente de infinitamente muchas ventanas
de valores paramétricos, - algunos grandes, otros inimagin-
ablemente pequenos-, los cuales corresponden a un simple
valor de estas unidades dinamicas simples. Las Tablas 3 y
4, abajo, muestran esto. Estas ventanas son divididas de
otras por puntos (los puntos de acumulacion de los periodos
armonicos de k2™) con los cuales el sistema es verdadera-
mente cadtico, con ciclos no atrayentes: sin embargo hay
infinitamente muchos valores paramétricos especiales, estos
tienen media cero en los intervalos de todos los valores.

Sila funcion F'(X) esta suficientemente encorvada, asi como
un tnico valor paramétrico es suficientemente grande, cada
iteracion duplica el niimero de crestas, por lo que F¥(X)
tiene 2¢=1 crestas. Para los valores paramétricos suficien-
temente grandes, todas las crestas y valles intersectaran
la linea de 45°, produciendo 2* puntos fijos del periodo k.
Existen catalogados para k = 12 en las filas superiores de
la Tabla ??. Como incluye una lista de puntos degenerados
del periodo k, de los cuales el periodo es un submaiiltiplo de
k, en particular, el punto 1 del periodo 2 (X =0y X*) son
soluciones degeneradas por la ecuacion (12) para toda k.
Por el trabajo de izquierda a derecha a través de la Tabla 2,
estos puntos degenerados pueden ser restados, llevando el
namero total de puntos no degenerados de periodo basico k,
como se muestra en la segunda fila de la tabla ?7?7. Formas



Tabla 3: Un catalogo de ciclos estables (con periodos basicos por encima de 6) para la ecuacion X1 = aX¢(1 — Xy)

Valores de a sobre los cuales:

Periodo de Ciclo basico

ciclo basico

Primera aparicién
del ciclo basico

1 1.0000 3.0000
3 3.8284 3.8415
4 3.9601 3.9608

5(a) 3.7382 3.7411

5(b) 3.9056 3.9061

5(c) 3.99026 3.99030

6(a) 3.6265 3.6304

6(b) 3.937516 3.937596

6(c) 3.977760 3.977784

6(d) 3.997583 3.997585

llega a ser inestable

Tamano del rango
de valores de a sobre
los cuales el ciclo basico,
o una de sus armoénicas
es atractora

Cascada subsecuente
de “armoénicas todas
con periodo k2%
llegan a ser inestables

3.5700 2.5700
3.8495 0.0211
3.9612 0.0011
3.7430 0.0048
3.9065 0.0009
3.99032 0.00006
3.6327 0.0062
3.937649 0.000133
3.977800 0.000040
3.997586 0.000003

més sofisticados de llegar a este resultado son dadas en
otros apartados.

Por ejemplo, hay eventualmente 24 = 64 puntos con periodo
6. Esto incluye los dos puntos del periodo 1, el periodo 2 de
ciclo "armoénico”, y el par estable e inestable, de los trillisos
de los puntos con periodos tres, para un total de 10 puntos
de los cuales el periodo basico es un submultiplo de 6, asi
llevara 54 puntos, del cuyo periodo bésico es 6.

Los puntos k del periodo 2¥ son organizados dentro de varios
ciclos del periodo k, o submiiltiplos de ese, los cuales apare-
cen en sucesion por cada bifurcacion tangencial o de "pitch-
fork’ como los parametros en F'(X) que son variados. La ter-
cera fila de la tabla 2, cataloga el total del numero de ciclos

Volviendo al ejemplo del periodo 6, nosotros ya hemos
identificados los 5 ciclos degenerados, cuyos periodos son
submuiltiplos de 6. Los 54 puntos restantes son empaqueta-
dos dentro de un ciclo de periodo 6 el cual surge como el
armonico del dnico ciclo 3-puntos estable , y 4 pares distin-
tos de ciclos de periodo 6 (hay 4 ciclos inicialmente estables
y 4 ciclos inestables) los cuales surgen por sucesiones de
bifurcaciones tangenciales. Asi, leyendo de la parte inferior
de la columna de la tabla dos, obtenemos los ntimeros 4, 5,
9, 14.

Usando las etiquetas, o las técnicas de la teoria combina-
toria, también es posible dar una lista genérica del orden
en el cual los diferentes ciclos aparecen. Por ejemplo, los
ciclos béasicos estables de periodo 3, 5, 6 (de los cuales hay
respectivamente 1, 3, 4) deben aparecer en el orden 6, 5, 3,
5, 6, 6, 5, 6: compare las tablas 3 y 4. Metropolis et al da la
lista explicita genérica de todos los ciclos de periodo k < 11.

Como corolario sigue que, dando los ciclos aparecidos mas
recientemente, es posible (al menos en el principio) catalog-
ar todos los ciclos los cuales han aparecido en este punto.
Una forma especialmente elegante para hacerlo fue dado

distintos del periodo k, que aparecen. En la cuarta fila, los ci-
clos degenerados son substraidos, dando el nimeros total de
los ciclos no degenerados del periodo k, estos ntimeros deben
igualarse a los de la segunda fila divididos por k. Esta cuar-
ta fila incluye los armonicos (estables) los cuales surgen por
bifurcacion de ’'pitchfork’ y los pares de ciclos de estables-
inestables surgen por bifurcaciéon tangencial. Para contrar-
restar los ciclos, los cuales son inestables de nacimientos, el
nimero total de posibles ciclos estables esta dado en la fila
cinco, estas cifras puede también ser obtenida por métodos
menos complicados. Finalmente nosotros podemos contrar-
restar los ciclos estables los cuales surgen por bifuracion de
'pitchfork’, como armonicos de algunos ciclos simples lle-
gando al final de la tabla 2, la cual muestra el numero de
ciclos estables cuyo periodo bésico es k.

por Smale y Williams, quienes mostraron, por ejemplo, que
cuando un ciclo estable de periodo 3 primero originados , el
nimero total de otros puntos con periodo k£ Nj los cuales
han aparecido por esta etapa satisface la Serie de Fibonac-
ci, N, = 2,4, 5,8, 12, 19, 30, 48, 77, 124, 200, 323 para
k=1,2, ..., 12 esto es contrastado con el numero total de
puntos del periodo k el cual eventualmente aparecera (en
las primera filas de la tabla 2) como F(X) que continua
aumentando.

Tales catalogos del namero total de puntos fijos, y su or-
den de apariciéon, son relativamente faciles de construir.
Para cualquier funciéon particular F(X), la tarea numérica
de encontrar la ventana de los valores paramétricos donde
cualquier ciclo o su armoénico es estable, en contraste, es
relativamente tedioso y poco elegante. Antes de dar dichos
resultados, dos valores paramétricos criticos de especial sig-
nificado deben ser mencionados.

Hoppensteadt y Hyman han dado un método grafico sencil-
lo para localizar los valores paramétricos en la regiéon cadti-
ca del cual el primer ciclo de periodo extrano aparece. Su
método analitico es el siguiente. Permitir a un parametro



Tabla 4: Un catalogo de ciclos estables (con periodos bésicos por encima de 6) para la ecuacién X1 = Xyexp[r(l — Xy)]

Valores de a sobre los cuales:

Periodo de Primera aparicién Ciclo basico
ciclo basico del ciclo basico llega a ser inestable
1 0.0000 2.0000
3 3.1024 3.1596
4 3.5855 3.6043
5(a) 2.9161 2.9222
5(b) 3.3632 3.3664
5(c) 3.9206 3.9295
6(a) 2.7714 2.7761
6(b) 3.4558 3.4563
6(c) 3.7736 3.7745
6(d) 4.1797 4.1848

Tamano del rango
de valores de a sobre
los cuales el ciclo basico,
o una de sus armoénicas
es atractora

Cascada subsecuente
de “armoénicas todas
con periodo k2%
llegan a ser inestables

2.6924 2.6924
3.1957 0.0933
3.6153 0.0298
2.9256 0.0095
3.3682 0.0050
3.9347 0.0141
2.7789 0.0075
3.4567 0.0009
3.7750 0.0014
4.1880 0.0083

ajustarse a la pendiente de F'(X) (por ejemplo, a = a para
la ecuacion (3), a = r para la ecuacion (4)), X*(a) es el
punto fijo de periodo 1 (la solucion no-trivial de la ecuacion
(5)), ¥ Xinaz(a) el valor maxixmo alcanzable de iteraciones
de la ecuacion (1) (esto es, el valor de F'(X) en su cresta
o punto estacionario). El primer periodo extrano del ciclo
aparece para el valor de a el cual satisface

X*(a) = F®(Xas(a)) (13)

Como se menciono anteriormente, otro valor critico es donde
el primer ciclo de periodo 3 aparice. Este valor paramétrico
puede ser encontrado numéricamente de los resultados de
la tercera iteracion de la ecuacion (1): para la ecuacion (3)
estoes a =1+ /3.

Myrberg (para toda k& < 10) y Metropolis et al. (para toda
k < 7) han dado informaciéon numérica con respecto a los
ciclos estables en la ecuacion (3). Ellos no dan la ventana
de valores paramétricos, pero solo el valor sencillo al cual
un ciclo dado es maximamente estable; esto es, el valor de
a para el cual la estabilidad determinada por la pendiente
de F(®)(X) es cero, A*) = 0. Desde la pendiente de en
k-tiempos iterada grafica F(*), en cualquier punto en un
ciclo de periodo k, es simplemente igual al producto de las
pendientes de F'(X) en cada uno de los puntos X*, en este
ciclo, el requerimiento de A*) = 0 implica que X = A (el
punto estacionario de F(X), donde A(Y) = 0) es uno de los
puntos periddicos en cuestién, el cual considerablemente
simplifica los calculos numeéricos.

Para cada ciclo bésico de periodo k (como se catalogo en

Como un resultado, alli se desarrolla una divisiéon entre el
comportamiento matemético enfatizado (el cual es exac-
tamente determinable) y la conclusiéon de "sentido comun”
que describiria la simulacién numérica. Si el parametro a se
mantiene constante en un valor dentro de la regién cadti-
ca, y la ecuacion (3) itera arbitrariamente para un nimero
grande de generaciones, una grafica de densidad de los

la dltima fila de la Tabla 2), esto es més interesante para
saber el valor paramétrico con el cual: (1) el primer ciclo
aparece (por la bifurcacion tangencial); (2) el ciclo basico
se vuelve inestable (dando lugar a bifurcaciones sucesivas
de ’pitchfork’ para una cascada de armonicas de periodos
k2™); (3) todas las armonicas se vuelven inestables (el pun-
to de acumulacion de los ciclos de periodo k2™). Las Tablas
3 y 4 amplian el trabajo de May y Oster, dando esta in-
formacion numérica para las ecuaciones (3) y (4), respecti-
vamente. (Los puntos de acumulacién no son tontas conex-
iones, pero son calculadas por un procedimiento iterativo
convergentemente rapido, ver ref. 1, apéndice A.) Algunos
de estos resultados ya han sido obtenidos por Gumowski y
Mira.

5. Problemas practicos

Refiriéndose al paradigmatico ejemplo de la ecuaciéon (3),
ahora podemos ver que el intervalo paramétrico 1 < a < 4
esta hecho de mosaicos de unidimensional de infinitamente
muchas ventanas de a-valores, en ca de las cuales un ciclo
unico de periodo k, o una de sus armonicas, atrae esen-
cialmente todos los puntos iniciales. De estas ventanas, que
para 1 < a < 3,5700... corresponde a k = 1 y sus armoéni-
cas es por mucho la mas amplia y mas llamativa. Mas alla
del primer punto de acumulacién, que puede ser visto en
la Tabla 3 que estas ventanas son més estrechas, atin para
los ciclos de periodos bastante pequenos, y las ventanas se
llegan a ser rapidamente muy pequena asi como k aumenta.

valores observados de X, en el intervalo de 0 a 1 seran re-
sueltos dentro de k los picos iguales (més precisamente, las
funciones delta) correspondientes a los puntos k en el ciclo
estable apropiado para este valor a. Pero para la mayoria
de valores a este ciclo tendra un periodo bastante grande,
y ademas tipicamente tomard muchas miles generaciones
antes de las asociaciones transitorias con las condiciones



iniciales que son decrementadas en amplitud: asi la grafica alrededor de tres puntos, y se exparse sin problemas fuera

de densidad producida por la simulacién numérica usual-

de estos tres puntos después del ciclo 3 y todas sus armoéni-

mente parece una muestra de puntos tomados de alguna cas se vuelven inestables.

distribucion continua.

Fig. 5 La relacion entre X;13 y X¢, se obtiene a través de tres

iteraciones de la ecuacion 3. La curva de color magenta esta hecha
para una a = 3,7, y solo intersecta la linea de 45° una vez. Asi
como se incremente a, las depresiones y picos en la grafica se
volverdn mas pronunciados. La curva de color blanco esta hecha
con un valor de a = 3,9 y aparecen seis nuevos puntos de periodo
3 (arreglados como dos ciclos, de periodo 3 cada uno)footnoteEsta

gr’afica fue editada en “Graphmatica”

Un conjunto especialmente interesante de computaciones
numéricas se deben a Hoppensteadt (comunicacion person-
al) quien ha combinado muchas iteraciones para producir
una grafica de densidad de X para cada una de cada se-
cuencia de valores de a, gradualmente incrementadas desde
3,5700. .. hasta 4. Estos resultados son mostrados en una
pelicula. Como se puede esperar de la Tabla 3, algunos de
los ciclos més obvios aparecen como conjuntos de funciones
delta: el ciclo 3 y sus primeras armoénicas escasas; el primer
ciclo 5; el primer ciclo 6. Pero para la mayoria de los valores
de a de la grafica de densidad se parece a una funcién sim-
ple de un proceso aleatorio de a. Esto es particularmente
verdad en una vecindad de valores de a donde el primer
ciclo extrano aparece (a = 3,6786...), y nuevamente en una
vecindad de a = 4: esto no es sorprendente porque cada una
de estas ubicaciones es un punto de acumulacién de puntos
de acumulaciéon. A pesar del cambio discontinuo enfatizado
en las periodicidades de los ciclos estables, los patrones de
densidad observados tienden a variar sin problemas. Por
ejemplo, como a incrementa hacia el valor con el cual el
ciclo 3 aparece, la gréafica de densidad tiende a concentrarse

10

Yo creo que el problema matemaéatico méas interesante con-
siste en designar una forma para construir algunas aproxi-
maciones y espectros de densidades "efectivamente contin-
uas”, a pesar del hecho que la funcién de densidad exacta es
determinable y siempre es un conjunto de funciones delta.
Tal vez dichas técnicas ya han sido desarrolladas en la teoria
Yergotica” (la cual trata de los fundamentos de la mecanica
estética), como por ejemplo en el uso de los “observadores
del grano grueso”. Yo no sé.

Como una descripcion efectivamente estocastica de las
propiedades dindmicas de la ecuacion (4) para un r grande
ha sido proporcionado, aunque de trucos tacticos peculiares
de la ecuaciéon tales que por cualquier otro método gen-
eral. Como r incrementa mas alla de 3, las trayectorias
generadas por esta ecuacién son, una incrementadamente
buena aproximacion, casi periddico con periodo %e:cp(r— 1).

La opinién que tengo para sacar en esta seccidén es que
aunque la estructura fina exquisita de la regiéon cadtico es
matematicamente fascinante, es irrelevante para los propodsi-
tos practicos. Lo que parece ser llamado para algunas de-
scripciones efectivamente estocésticas de las dindmicas de-
terministas. Mientras que las varias declaraciones acerca de
los diferentes ciclos y su orden de apariciéon pueden ser he-
chos de manera genérica como descripciones estocasticas
de las dinamicas actuales que sera bastante distintas para
diferente F'(X): evidenciando la diferencia entre el compor-
tamiento de la ecuacion (4) en la cual para una r grande
tiene "brotes” casi peri’odicos espaciados de muchas genera-
ciones aparte, contra el comportamiento de la ecuacion (3),
la cual para a — 4 no es muy diferente de una serie de
ensayos de Bernoulli.

6. Curiosidades matematicas

Como discutimos anteriormente, la razén es esencial de la
existencia de una sucesion de ciclos estables en todo el rég-
imen “ca6tico” es que cada nuevo par del ciclo nace por
bifurcacion tangencial (ver fig. 5) uno de ellos es primero
estable, por virtud de la manera de rodear las colinas y
los valles que interceptan la linea de 45°. Para funciones
analiticas F'(X) el tunico valor paramétrico para el cual
la grafica de densidad o "media invariante” es continua y
verdaderamente ergodico que son en los puntos de acumu-
laciéon de armonicos, los cuales dividen un ciclo estable del
siguiente. Tales valores paramétricos excepcionales han en-
contrado aplicaciones, por ejemplo, en el uso de la ecuaciéon
(3) con a = 4 como un generador de nameros aleatorios:
esto tiene una funcion de densidad continua proporcional a



[X(1— X)]= en el intervalo 0 < X < 1.

Funciones no-analiticas F'(X) en las cuales la curva es de
hecho un pico proporcional de un interesante caso especial.
Aqui podriamos imaginar los picos de las colinas y valles
moviéndose para interceptar la linea de 45° en la fig 5, y
esto podria ser que ambos, los ciclos nacidos por una bifur-
cacion tangencial de inestabilidad inicial (uno se tiene en
AF>1 el otro en A*) < —1), para toda k > 1. Hay en-
tonces ciclos no-estables en la region cadtica, el cual, es, por
tanto, literalmente cadtica con una funcién de distrubucion
de densidad realmente ergédica y continua.

Un ejemplo simple esta dado por:
X1 =aXy; st Xy < (14)

Xt+1 = a(l — Xt), si Xt >

N =N =

Definido en el intervalo 0 < X < 1. Para 0 < a < 1, todas
las trayectorias son atraidas hacia X=0; para 1 < a < 2, hay
infinidad de orbitas periodicas, a lo largo de un nimero in-
contable de trayectorias aperiddicas, ninguna de las cuales
es localmente estable. El primer ciclo de periodo extrano
aparece en a = v/2, y todos los periodos enteros son repre-
sentados més alld de a = (14+1/5)/2. Kac nos da una cuida-
dosa discucion del caso a = 2. Otro ejemplo, este tiempo
con un amplio documento biolégico, es la ecuacion:

XtJrl =AX;si Xy <1
Xt+1 = thib; si Xt > 1

(15)

Si A > 1 este posee un puno de equilibrio globalmente es-
table para b < 2. Para b > 2 hay otra vez un verdadero
caos, con ciclos no-estables: el primer ciclo extrano aparece
en b = (34 +/5)/2, y todos los periodos enteros estan pre-
sentes mas alla de b = 3. Las propiedades dindmicas de
las ecuaciones (15) y (16) esta resumida a la derecha de la
Tabla 2.

La ausencia analitica es una necesidad pero no una suficiente
condiciéon para el comportamiento verdaderamente aleato-
rio. Considere, por ejemplo:

Xt+1 = (a/?)Xt, si Xt < (16)

N~ N~

Xt+1 = aXt(l — Xt), si Xy >

Esta es la parabola de la ecuacion (3) y la fig 1, pero la
parte izquierda de F(X) es aplanada dentro de la linea rec-
ta. Esta ecuacion posee ventanas de valores de a, cada uno
con su propio ciclo estable, como se describi6é genéricamente
anteriormente. La pendiente A(*) establemente-determinada
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varia, sin embargo, discontinuamente con el pardmetro a, y
las amplitudes de la regiones estables simples son reducidas
que para la ecuacion (3): el punto fijo se vuelve inestable
en a = 3; el punto de acumulacion de las armoénicas subse-
cuentes esta en a = 3,27...; el primer ciclo extrano aparece
ena=344...;elciclo de 3-puntos en a = 3,67. .. (compare
la, primera columna de la Tabla 1).

Fig. 6 Las lineas continuas denotan el dominio de establidad para
el parametro de densidad de dependencia, 8, y el rango de crec-
imiento poblacional, X\, en la ecuacién (17), donde W denota el
Campo Monotono, X las oscilaciones debiles, Y los ciclos limite es-
tables y por ultimo, Z representa el Caos; la linea punteada mues-
tra donde los ciclos 2-puntos dando lugar a ciclos mas grandes de
periodo 2™. Los puntos negros vienen del anéalisis de los datosn de
la tabla de vida en el campo de las poblaciones, los circulos gris-
es de los datos del experimento en laboratorio de las poblaciones
(ref. [3], despues de ref. [39]).*

“Esta grafica fue editada en "Dia”

Estas excentricidades del comportamiento manifestado por
funciones no-analiticas que podian ser de interés para ex-
plorar cuestiénes formales en la teoria ergédica. Creo, sin
embargo, que no ellas no tiene relevancia en modelos de las
ciencias biologicas y sociales, donde dichas funciones F(z)
deberian ser analiticas. Este punto de vista es tratado en
otras secciones.

Como curiosidad final consideremos la ecuacién

X1 = AX[1+ X,)° (17)
Este ha sido usado para mantener en forma un consider-
able grupo de datos de poblaciones de insectos. Su compor-
tamiento estable, como una funcién de los dos parametros A
y [, es ilustrada en la fig. 6. Notese que para una A < 7,39. ..
hay un punto de equilibrio globalmente estable para todas
las 3; para 7,39... < A < 12,50. .. este punto fijo se vuelve
inestable para (3 suficientemente grande, bifurcandose hacia
un ciclo estable de 2-puntos, el cual es la soluciéon para to-
das las § grandes; como A incrementa através del rango de
12,50... < A < 14,77 ... algunas otras armonicas de periodo



2™ aparecen a su vez. La jerarquia de los ciclos de bifurcacion
de periodo 2" es asi truncada, y el punto de acumulaciéon
y la subsecuente region de caos no es almacenada (incluso
para una 3 arbitrariamente grande) hasta A > 14,77. ..

7. Aplicaciones

La importancia de la ecuacién (1) deterministica y sen-
silla pueda poseer trayectorias dindmicas la cuales se ven
como alguna clase de ruido aleatorio tiene inquietantes
implicaciones précticas. Esto significa, por ejemplo, que
aparentemente, fluctuaciones erraticas en los datos de cen-
so para una poblaciéon animal no necesariamente necesita
indicar o los caprichos de un ambiente impredecible o los
errores de muestreo: ellos podrian simplemente derivarse
en una poblacion rigidamente deterministica creciendo rela-
cionadamente dicha ecuacion (1). Este punto es discutido a
més profundidad y cuidadosamente en otras secciones.

Alternativamente, podria ser observado que en la region
cadtico arbitrariamente cercano a las condiciones iniciales
pueden dirigir trayectorias, las cuales, después de un tiempo
suficiente grande, divergen considerablemente. Esto signifi-
ca que, aun si nosotros tenemos un modelo simple en cual
todos los pardmetros son determinados exactamente, la
predicciéna largo plazo es, no obstante, imposible. En un
contexto meteorologico, Lorenz ha llamado este fenomeno
general, como el "efecto mariposa’” aun si a atmosfera puede
ser descrita por un modelo deterministico en el cual todos
los parametros fueran conocidos, el aleteo de la mariposa
podrian alterar las condiciones iniciales, y asi (en la region
cadtica) alterar la prediccion a largo plazo.

La turbulencia de los fluidos, provee un ejemplo clasico
donde, como un parametro (el nimero de Reynolds) es
cambiado en un conjunto de ecuaciones deterministicas (las
ecuaciones Navier-Stokes), la propuesta puede someterse a
una transiciéon abrupta desde alguna configuracion estable
(por ejemplo, un flujo laminar) dentro de una regiéon caoti-
ca aparentemente estocastica. Varios modelos, basados en
la ecuacion diferencial de Navier-Stokes han sido propues-
tos como metaforas matematicas para este proceso. En un
reciente articulo de la teoria de la turbulencia, Martin ha
observado que la ecuacion diferencial unidimensional (1) po-
dria ser usada en este contexto. Comparada con los primeros
modelos, tiene la desventaja de ser ain mas abstractamente
metaforica y la ventaja de tener un espectro de compor-
tamiento dindmico, el cual es mas ampliamente complicado
ain maés suceptible a una investigacion analitica.

Una aplicacién m ’as realista que es posible en el uso de
la ecuacion (1) en forma de datos en la poblaciones bi-
ologicas con generaciones discretas no-superpuestas, como
es el caso de muchos antrépodos de zonas templadas. La
figura 6 muestra los valores paramétricos A y 5 que son
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estimadas por 24 poblaciones naturales y 4 poblaciones
de laboratorio cuando la ecuacion (17) es equipada con
datos disponibles. La figura también muestra los dominios
de estabilidad teoéricos: un punto estable, su armonico es-
table, (ciclos estables de periodo 2); caos. Las poblaciones
naturales tienden a tener un comportamiento de equilibrio
estable. Las poblaciénes de laboratorio tienden a mostrar
comportamiento oscilatorio o caético; su comportamiento
podria ser exageradamente no-lineal, debido a la ausencia,
en el laboratorio, de factores naturales de mortalidad. Es-
ta seccidn sugiere que la poblaciéon natural mas oscilatoria
(mostrada en la figura 6), es la del escarabajo de la papa
de Colorado, quien presenta una relaciéon con su planta-
huésped carente de una evolucién. Estas observaciones son
solamente tentativas, y deben ser tratadas con precauciéon
por varias razones. Dos de las principales limitaciones son
que existen dificultades técnicas en seleccionar y reducir
los datos y que no hay poblaciones de especies simples en
el mundo natural: obtener una ecuacion diferencial unidi-
mensional para reemplazar las iteraciones de la poblaciéon
con su ambiente fisico y biolégico por pardmetros pasivos
(tales como A y ) podria provocar més violencia que en la
realidad.

Algunas de las otras areas donde estas ideas han encontrado
aplicacion fueron mencionadas en la segunda seccion.

Uno de los objetivos de esta articulo es el impulsar aplica-
ciones en otras areas.

8. Fenomenos relacionados en altas

dimensiones

Pares de parejas, ecuaciones diferenciales de primer orden
(equivalente para una ecuacion sencilla de segundo grado)
han sido investigadas en varios contextos, particularmente
en el estudio de los sistemas presa-depredador de antréopodos
en las zonas templadas. En estos sistemas bidimencionales,
las complicaciones en el comportamiento dindmico se agra-
van por hechos como: (1) incluso para funciones analiticas,
puede haber comportamiento verdaderamente caotico (co-
mo para las ecuaciones (15) y (16)) correspondiente para
los llamados “atractores extrafos”; y (2) dos o mas esta-
dos estables diferentes (por ejemplo, un punto estable y un
ciclo estable de periodo 3) pueden ocurrir juntos para los
mismos valores paramétricos. Ademas, la manifestacion de
estos fendémenos usualmente requiere menos severidad en la
no-linealidad (menos crestas abruptas de F'(X))que para el
caso unidimensional.

Sistemas similares de ecuaciones diferenciales ordinarias de
primer orden, o dos parejas de ecuaciones diferenciales de
primer orden, tiene comportamiento dindmico mucho méas



simple, compuesto de puntos estables e inestables y ciclos
limite. Esto es basicamente porque en sistemas continu-
os bidimensionales la entrada y la salida de curvas cer-
radas puede ser distinguida; las trayectorias dinamicas no
pueden cruzarse una con otra. La situaciéon se vuelve cual-
itativamente més complicada en muchas formas analogas
para las ecuaciones diferenciales de primer orden, cuando
uno se mueve hacia los sistemas de tres o mas parejas de
ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden (eso es,
sistemas tridimensiénales de ecuaciones diferenciales ordi-
narias). Scanlon (comunicacion personal) ha argumentado
ese comportamiento cadtico y “atractores extranos”, siendo
solucién, no es ni puntos ni orbitas periodicas, siendo tipico
de tales sistemas. Algunos ejemplos bien estudiados surgen
en modelos de sistemas de reaccion-difusiéon en quimica y
biologia, y en modelos de Lorenz (tres dimensiones) y Ruelle
y Takens (cuatro dimensiones) referidos anteriormente. El
analisis de estos sistemas es, por virtud de su alta dimen-
sionalidad, mucho menos transparente que para la ecuacion

(1)

Un ejemplo explicito y muy sorprendente de un sistema, el
cual ha sido recientemente estudiado desde este punto de
vista en una ecuacién diferencial ordinaria, se suele usar en
ecologia para describir la competencia de especies. Para una
o dos especies estos sistemas son muy dominados: las trayec-
torias dindmicas convergerdn en algin punto de equilibrio
estable (el cual puede representar coexistencia, o una o am-
bas especies llegasen a extinguirse). Como Smale ha mostra-
do recientemente, para tres o més especies, sin embargo,
esta ecuacion general puede, en un sentido bien definido y
serteramente razonable, ser compatible con cualquier com-
portamiento dinamico. El debate sostenido por Smale es
genéral y abstracto: un estudio especifico de las dinamicas
muy peculiares las cuales pueden ser mostradas por la fa-
milia de ecuaciones Lotka-Volterra, unicamente existiendo
tres competidores, es dada por May y Leonard.

9. Conclusion

A pesar de los problemas précticos los cuales pretenden
ser resueltos, las ideas desarrolladas en este articulo tiene
obvias aplicaciones en muchas éareas.

La aplicacién mas importante, sin embargo, podria ser
pedagbgica.

El cuerpo elegante de la teoria matematica pertenece al
sistema lineal (andlisis de Fourier, funcion ortogonal, etc) y
su aplicacion exitosa en muchos problemas lineales fun-
damentalmente en la ciencias fisicas, tiende a dominar
alin en cursos universitarios moderadamente avanzados en
matematicas y fisicas tedricas. La intuicién matemaética
entonces desarrollada, de ninguna manera equipa al estu-
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diante a enfrentarse al comportamiento bizarro mostrado
por el mas simple de los sistemas discretos no lineales, tal
como la ecuacion (3). Todavia dichos sistemas no-lineales
son realmente la regla, no la excepcion, fuera de las ciencias
fisicas.

Por lo tanto, urgiria que las personas fueran introducidas,
por decir, en la educaciéon bésica matemaética en la ecuaciéon
(3). Esta ecuacion puede ser estudiada fenomenalmente por
iteraciones en una calculadora, o aun a mano. Su estudio
no involucra conceptos sofisticados de céalculo elemental.
Dicho estudio enriqueceria la intuiciéon de los estudiantes en
los sistemas no-lineales.

No solo en la investigacion, pero en el mundo politico y
econdémico, nosotros estariamos mejor si méas personas re-
alizaran estos sistemas no-lineales simples no necesaria-
mente poseyendo propiedades dinamicas simples.

Yo he recibido mucha ayuda de F. C. Hoppensteadt, H. E.
Huppert, A. 1. Mees, C.J. Preston, S. Smale, J. A. Yorke y
particularmente de G. F. Oster. Este trabajo fue respaldado
en parte por el NSF.
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