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Resumen

Este reporte proporciona una introducciéon a la topologia usada en el andlisis com-
plejo. Se comienza con un estudio de los nimeros complejos y después se analizan
las caracteristicas mas importantes de los principales tipos de conjuntos definidos en
espacios métricos.
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1 Numeros complejos

1.1 Conjuntos

Un conjunto es una coleccién bien definida de objetos. Comunmente los conjuntos se denotan
por letras maytsculas A, B,.... Los objetos pertenecientes al conjunto son llamados sus
elementos, y son denotados frecuentemente por letras minusculas. Para indicar que un
objeto x pertenece a un conjunto X se escribe x € X, para indicar que x no pertenece a X
se escribe © ¢ X.

Los conjuntos se pueden especificar escribiendo sus elementos separados por comas y
encerrados entre llaves, por ejemplo A = {1,2,3,4,5}; o bien, dando una propiedad que
describa a los elementos del conjunto como en B = {x : x es entero, x > 0}, que se lee “B
es el conjunto de todos los z tal que = es un entero y x es mayor que cero”.

En la siguiente definicion se introducen conceptos muy importantes usados en todo el
documento:

Definicién 1.1. Sean A y B conjuntos. A es un subconjunto de B, escrito como A C B,
si cada elemento de A pertenece también a B. A es un superconjunto de B, escrito como
ADB,si BCA. AC B6AD B no excluye la posibilidad de que A = B. Cuando A C B
pero A # B se dice que A es un subconjunto propio de B.

En la definiciéon anterior se usaron los conceptos de igualdad y desigualdad entre con-
juntos. Una manera de definir la igualdad entre conjuntos es decir que dos conjuntos son
iguales si contienen los mismos elementos (no necesariamente en el mismo orden); pero la
manera mas usual es la siguiente:

Definicién 1.2. Dos conjuntos A y B son iguales si y s6losi AC By B C A.

Muchas veces se trabaja con subconjuntos de un conjunto fijo llamado conjunto universal,
el cual es un superconjunto de todos los conjuntos bajo discusiéon. El conjunto universal es
denotado generalmente por U. También existe un conjunto que es un subconjunto de todos
los conjuntos bajo discusion: el conjunto vacio; este conjunto no contiene elementos y es
denotado por 0.

Existen cuatro operaciones bésicas entre conjuntos: unién, interseccion, complemento
relativo y complemento absoluto:



1. La union de dos conjuntos A y B, denotada por AU B, es el conjunto AU B = {z :
x € Ao x € B}, donde la o es utilizada en sentido inclusivo.

2. La interseccion de dos conjuntos A y B, denotada por AN B, es el conjunto AN B =
{x:x € Az e B} Si AN B = se dice que Ay B son disjuntos.

3. El complemento relativo de un conjunto B con respecto de un conjunto A, denotado
por A — B, es el conjunto A — B ={z: 2 € A,x ¢ B}. Este conjunto también es
conocido como la diferencia de Ay B.

4. El complemento absoluto o simplemente el complemento de un conjunto A, denotado
por A¢ es el conjunto A° = {x:x € U,z ¢ A}. A° es también U — A.
Hay también varias leyes o identidades que son ttiles en las operaciones entre conjuntos,

el siguiente teorema enlista esas leyes:

Teorema 1.1. Leyes del algebra de conjuntos:

(a) AUA=A; AnA=A [idempotencia]
(b) (AUB)UC =AU(BUC); (AnB)NC=AN(BNC). asociativas]
(c) AUB=BUA; ANnB=DBnNA. [conmutativas|
(d) AU(BNC)=(AUuB)N(AUC);

AN(BUC)=(ANnB)U(ANC(C). distributivas]

[
(e) AUD=A, ANU=A; AuU=U; Andh=0. [identidades]
(f) AUA=U; ANA =0, (A)°=A4;, U°=0; (°=U. [complementos]
(g) (AuB)*=A°NB% (ANB)* = A°UB" [De Morgan|

Las leyes de De Morgan se pueden generalizar para un ntimero n de conjuntos:

(AijUAU---UA)) = (A)N(A)°n---N(A,)°
(AiNAxN---NA) = (AU (Ag) U+ U (Ay)°

Puesto que un conjunto es una coleccién de objetos, nada impide que dichos objetos sean
también conjuntos. Comunmente se llama a un conjunto de conjuntos una clase, familia,
o coleccion de conjuntos, y se usan letras como .#,¥, ... para denotar a las colecciones de
conjuntos.

Por ultimo, algunos conjuntos importantes se denotan por un simbolo en particular, entre
ellos estan el conjunto de los niimeros reales R, y el conjunto de los ntiimeros complejos C.

1.2 EIl campo de los niimeros complejos

Definicién 1.3. Un campo es un conjunto F' con dos operaciones llamadas adicién y mul-
tiplicacion, las cuales satisfacen los llamados axiomas de campo:
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Al. Six,y € F, entonces su suma = + y estd en F.

A2 x+y=1y+x paratodo x,y € F.

A3. (z+y)+z=x+ (y+ 2) para todo z,y,z € F.

A4. Existe un elemento 0 € F' tal que 0 +x = x para cada x € F'.

A5. Para cada x € F existe un elemento —x € F tal que z + (—z) = 0.
AG6. Six,y € F, entonces su producto xy esta en F.

AT. xy = yx para todo x,y € F.

A8. (zy)z = z(yz) para todo x,y,z € F.

A9. Existe un elemento 1 € F' tal que 1z = x para cada x € F.

A10. Siz € Fy x # 0 entonces existe un elemento 1/x € F tal que z(1/x) = 1.
A11. z(y+ 2z) = zy + xz para todo z,y,z € F.

El nimero 0 es llamado elemento neutro de la adicion, y el nimero 1 es llamado elemento
neutro de la multiplicacién. El nimero -z es llamado inverso aditivo de z, y el nimero 1/x
es llamado inverso multiplicativo de z.

Ahora que se ha definido el concepto de campo, se procede a demostrar que el conjunto
de los nimeros complejos es un campo. Pero antes es necesario especificar que cosa es el
conjunto de los niimeros complejos:

Definicién 1.4. Un nimero complejo es un par ordenado (a, b) de niimeros reales. Tomando
todos los posibles pares ordenados se forma el conjunto de los nimeros complejos C = {(a, b) :
a,b e R}.

La igualdad, suma, y multiplicacién de dos niimeros complejos se definen como sigue:

(a,b) =(c,d) <= a=cy b=d
(a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d)
(a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + bc)

Definiendo la suma y la multiplicacion de dos niimeros complejos en esta forma, y asum-
iendo que R es un campo, se puede demostrar que los nimeros complejos constituyen un
campo, con los nimeros (0,0) y (1,0) tomando respectivamente los papeles de 0 y 1 en la
definicién de campo:

A1l. (a,b) + (¢,d) = (a + ¢,b+ d), claramente pertenece a C.
A2. (a,b)+ (¢,d)=(a+c,b+d)=(c+a,d+b) = (c,d) + (a,b).



A3.

[(a,0) + (c,d)] + (e, f) = (a+c, b+ d) + (e, f)
=((a+c)+e (b+d)+f)
=(a+(c+e)b+ (d+f))
(a,b) + (c+e,d+ f)
(a,b) + [(c,d) + (e, f)]

A4. (0,0) + (a,b) = (04 a,0 +b) = (a,b).

A5. Definiendo el inverso aditivo de (a,b) como —(a,b) = (—a, —b), se tiene que:

(a,0) + [=(a,0)] = (a,) + (—a, =b)

(
(a+(=a),b+(=0))
(a—a,b—10)

=(0,0).

A6. Es claro que (a,b)(c,d) = (ac — bd, ad + be) pertenece a C.

A7 (a,b)(c,d) = (ac — bd,ad + bc) = (ca — db, cb + da) = (¢, d)(a, b).
AS.

J

ac — bd, ad + bc)(e, f)

[(a,)(c, d)](e, f) = (
[((ac — bd)e — (ad + be) f, (ac — bd) f + (ad + be)e]
= (
[

ace — bde — adf — bef, acf — bdf + ade + bce)
a(ce — df) — b(cf + de), a(cf + de) + b(ce — df)]

= (a,b)(ce — df, cf + de)
= (a,0)[(c, d) (e, f)].
A9. (1,0)(a,b) =(1-a—0-b,1-b4+0-a) =(a—0,b+0) = (a,b).

A10. Definiendo el inverso multiplicativo de (a, b) de la siguiente forma:

L a —b
(a,b)  \a2+4b2" a2 +0b2)’

se obtiene:

1 a —b @+ 02 —ab+ ab
(a’b)<(a»b)) - (a’b>(a2+62’a2+b2> N (a2+62’ a? + 2 ) =0)




Al1l.

(a,0)[(c,d) + (e, )] = (a,b)(c + e, d + [)

(a,

=la(c+e)—bd+ f),a(d+ f) + blc+e)]
= (ac+ ae — bd — bf, ad + af + bc + be)
= (ac — bd,ad + bc) + (ae — bf,af + be)
= (a,0)(c,d) + (a,b)(e, ).

1.3 EIl ntiimero ¢

Los nimeros complejos de la forma (a, 0) se comportan exactamente como los niimeros reales,
por ejemplo (a,0)(b,0) = (ab,0), y por esto suele identificarse al nimero complejo (a,0) con
el nimero real a.

El nimero 7 es esencial en el estudio de los niimeros complejos:

Definicién 1.5. i = (0, 1).

Multiplicando ¢ consigo mismo se obtiene:

i-i=(0,1)(0,1) = (=1,0) = —1.

Es comun denotar al niimero complejo (a,b) mediante a + bi (o mediante a + ib) donde
a y b son reales, lo siguiente es la justificacion:

(a,b) = (a,0) + (0,b) = (a,0) + (b,0)(0,1) = a + bi.

Si a + bi es un numero complejo, entonces se dice que a es la parte real del nimero
complejo y que b es la parte imaginaria. Si b = 0 entonces a + bi es un nimero real, y si
a = 0 entonces a + bt es un imaginario puro. El nimero 0 es a la vez real e imaginario puro.

La parte real de un nimero complejo z se denota por Rz, y la parte imaginaria por Iz.
Por ejemplo, para z =a+bi, Rz =ay Sz =b.

1.4 Conjugacién y valor absoluto

Dos operaciones de gran importancia para los nimeros complejos son la conjugacion y el
valor absoluto:

Definicién 1.6. La transformacion que transforma el niimero complejo a + bi en el niimero
complejo a — bi es llamada conjugacion compleja, y el nimero a — bt es llamado el conjugado
de a + bi. El conjugado de un nimero complejo z es denotado por Z.
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Definicién 1.7. El valor absoluto de un nimero complejo z = a + bi, denotado por |z|, es
la raiz cuadrada no negativa de zZ, es decir, |z| = v/2zZ = Va2 + b2

Los siguiente teoremas muestran algunas propiedades de la conjugaciéon compleja y del
valor obsoluto de los nimero complejos:

Teorema 1.2. Si z y w son niumeros complejos, entonces:

Teorema 1.3. Si z y w son niumeros complejos, entonces:
(a) Siz #0, se tiene que |z| > 0. Siz=0, |z| =0.
(b) |z = [z].

(¢) [zw] = [2[|w].

(d) |z/w] = |z[/ Jw], (w #0).

(

(

e) |Rz| < |z|;  [Sz| < |z

)
£) [z +wl < f2] + |wl.

1.5 El plano complejo

Puesto que un nimero complejo es un par ordenado de nimeros reales, se puede establecer
una biyeccién entre los niimeros complejos y los puntos en el plano R2, es decir, a cada
nimero z € C le corresponde un tnico punto (Rz, $z) en R? y reciprocamente. A causa de
esto, el niimero complejo z es a veces referido como el punto z.

También un niimero complejo z = a + bi se puede considerar como un vector OP cuyo
punto inicial es el origen O y cuyo punto final P es (a,b) (figura 1). La parte real del
numero complejo corresponde a la componente horizontal del vector y la parte imaginaria a
la componente vertical. Debido a que los puntos en el eje x corresponden a ntimeros reales y
los puntos en el eje y a imaginarios puros, estos ejes son llamados eje real y eje imaginario
respectivamente. Al plano formado por los ejes real e imaginario se le llama plano complejo.

Mediante esta representacion geométrica de los nimeros complejos, se observa que el
valor absoluto de un niimero complejo es la distancia del origen al punto que representa al
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0 a

Figura 1: El namero complejo z = a + bt en el plano.

nimero, o equivalentemente, el valor absoluto es la longitud del vector z = a + bi, es decir,
|z| = Va? + b2
Con ayuda de esta representacién geométrica, puede definirse una medida de distancia

entre dos nimeros complejos. De este modo, si z y w son dos ntimeros complejos, entonces
por la definicién de distancia entre vectores d(z,w) = |z — w| (ver figura 1).

1.6 Proyeccion estereografica

En muchas ocasiones es util agregar al plano complejo un punto que represente el infinito,
para formar el plano complejo extendido C = C U {oo}. Sin embargo, es deseable que todos
los puntos en C tengan una representacion geométrica concreta, pero en el plano no hay
forma de que un punto corresponda al infinito.

Para hacer que todos los puntos en C tengan una representacion geométrica concreta se
construye una esfera S con ecuacién en el espacio tridimensional x? + x3 + 22 = 1 (centro
en el origen y radio 1); se hace corresponder el plano complejo con el plano z3 = 0 (este
plano pasa por el origen y corta a S a lo largo del ecuador); y se define el punto N como
N =(0,0,1), con lo cual N es el polo norte de S.

Con esto, para todo punto z del plano complejo se tiene que la recta en R?® que pasa
por N y por z intersecta a la esfera S en un punto Z # N (figura 2). Asi, se obtiene una
biyeccién entre C y S — {N}. Cuando |z| > 1, Z se encuentra en el hemisferio norte de S;
para |z| = 1, Z esta en el ecuador; y cuando |z| < 1, Z estd en el hemisferio sur de S.

Si z se aleja arbitrariamente del origen, esto es |z| — oo, se observa que Z se aproxima a
N. De manera reciproca, los puntos en S cercanos a N corresponden a puntos en el plano
complejo con valores absolutos muy grandes. Por lo tanto, es natural hacer corresponder
a N con el punto en el infinito para el plano complejo. Mediante esta correspondencia se
obtiene una biyeccién entre el plano complejo extendido C y la esfera S. Esta biyeccion es
llamada proyeccion estereogrdfica de la esfera S sobre el plano complejo extendido.



Figura 2: Proyeccion estereografica.

Es posible expresar las coordenadas del punto (Z # N) € S en términos de las coorde-
nadas del punto z € C, como se estudia a continuacién:

Sean x y y los ejes real e imaginario del plano complejo (figura 2), con lo cual z es igual
ar+ yi, y sean i, Ta, ¥ r3 las coordenadas de Z. Un vector de direccion para la recta en
R? que pasa por N y por z es ZN = (0 — 2,0 —y,1—0) (porque z tiene coordenas (x,y,0)
en R?). De esta manera, siendo t € R, la recta tiene ecuaciones paramétricas

rm=x+0—a)t=c—at=>1-1t)z
r=y+0-yt=y—yt=(1-1)y
23=0+(1—0)t =1t

Las coordenadas de Z se obtienen a partir del valor de ¢t en donde la recta intersecta a
S. Sea t dicho valor, entonces

Trasponiendo t? al otro lado de la ecuacién y tomando en cuenta que t # 1 (porque para



t =1 se obtiene Z = N) se encuentra el valor ¢

1—#2 = (1-1)22)?
(1—t)(1+1t)=(1—-t)(1—1)|z]
L+t =|z]> —t|z|?
2> — 1

t =
|22+ 1

En este valor de ¢ la recta intersecta a S en el punto Z = (1, xs,x3). Por lo tanto, las
coordenadas de Z en términos de x y y son

|2]2 =1 2P +1— |22 +1 21
—(1—-tzr=[1- _ _
n=(1=tz ( 22+ 1

- |22+ 1 - 2|2+ 1
2y
R F S
1’ ey :|Z|2_1
3 22+ 1

Ahora se desea definir una funcién de distancia entre los elementos de C de forma tal que
la distancia entre z, 2z € C, denotada por d(z, 2'), sea igual a la distancia entre los puntos

correspondientes Z y Z' en R3.
Sean z = x+yiy 2z’ = 2’ +vy'i dos puntos en @, y sean Z = (x1,xq,x3) y Z' = (2}, %, %)
los puntos correspondientes en S. Entonces

[d(z, 2)]* = (21 — 7)) + (22 — 25)” + (w3 — 25)"
= 2} = 210 + (21)” + 25 — 2w0wh + (25)” + 25 — 2wy + (2)°
= (2] + a3+ a3) + ((21)° + (23)* + (23)%) — 2012 — 22075 — 2232
=2 = 2(z12) + zoxhy + x37Y) [puesto que Z y Z’ estén en S|

Como z+ z = 2z, y —(z — 2)i = 2y, se pueden expresar los valores de x1, T, v T3

encontrados anteriormente de la siguiente forma

z2+4Z —(z—2)i |22 — 1
=17 Tog=-——"——, I3=-—57——
L P e R T N P E
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Con lo cual,

I ST z+Zz 2+ 7 N —(z=2)i|[—=(' = Z)i
S A NIRRT B A PP 22+1 || [#]2+1

22— 17 [ — 1
i [|z|2+1} [|z'|2+1]
G+ +) -G =)+ (P - D) -1
(|22 +1)([2']? + 1)
227 422 + 2P| P — 2P = [P+
a (Iz1>+ D([=']> +1)

Y asi,
227 +2z2 + 22122 = |22 = |Z)P + 1
(Iz* + 1)(l="*+ 1)
C2([2P+ D)(|ZP 1) = 2(227 4 222 + |22 )P — 122 - |2+ 1)
B (Iz*+ 1)(l=* + 1)
_A(J2P |2 — 2E — 22)
(PP
_ A+ + (@) + (¥)? — 222 — 2yy]
(Iz* + 1)(l="]* + 1)
Az — 2" + (y —y')
([2[>+D(='[*+ 1)
4]z — 2|2

(PP 1)

[d(z,2)*=2—-2

[va que zZ' + z2' = 2x2’ + 2yy/]

Por lo tanto,
2|z — 7|

d(z,7') = .
(=) VPP +1)

2 Topologia

2.1 Espacios métricos

Un espacio métrico es un par (X, d) donde X es un conjunto y d es una funcién llamada
funcion de distancia o métrica definida de X x X en R, la cual satisface las siguientes
condiciones para z,vy, 2z € X:
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> d(z,y) >0

>dz,y) =0 < z=y
> d(z,y) = d(y, z)

> d(z,z) < d(z,y) + d(y, 2)

La ultima condicién es conocida como desigualdad del triangulo, y puede extenderse a mas
elementos, por ejemplo para z,y, z,w € X se tiene que d(z,w) < d(z,y) + d(y, 2) + d(z, w).

Como ejemplos conocidos de espacios métricos estan:

o R" con d(z,y) = /> (zi — v:)?,
o C con la funcién de distancia definida como d(z,y) = |z — y|,
¢ el plano complejo extendido C con la funcién de distancia

2|z — 2|

VI P+

d(z,7') =

Muchas veces suele referirse a un espacio métrico (X, d) como el espacio métrico X,
quedando implicita la funcién de distancia.

2.2 Conjuntos abiertos y cerrados

Sea (X,d) un espacio métrico, para cualquier ¢ > 0 y cualquier x € X se define la bola
abierta con centro en z y radio € como el conjunto

B(z,e) ={y € X : d(z,y) < €}.
Igualmente la bola cerrada con centro en x y radio € es el conjunto
Blz,e) = {y € X : d(z,y) < e}.

Frecuentemente cuando se trabaja en el plano R?, se llama discos a las bolas.

Usando la definicion de bola abierta, se introduce el concepto de vecindad:

Definicién 2.1. En un espacio métrico X un conjunto N C X es llamado una vecindad de
x € X si N contiene una bola abierta B(x,€) para algin € > 0.

Y usando el concepto de vecindad se define lo que es un conjunto abierto:
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Definicién 2.2. Un conjunto G C X es abierto si es una vecindad de cada uno de sus
elementos, es decir, si para cada x € G existe un € > 0 tal que B(z,¢) C G.

El siguiente teorema afirma que una bola abierta es un conjunto abierto, la figura ayuda
a clarificar la demostracion:

Teorema 2.1. Una bola abierta es un conjunto abierto.

Demostracion. Sea B(z,€) una bola abierta. Siy € B(x,¢€) entonces existe € = ¢ —d(x,y) >
0. Para todos los z tales que d(z,y) < € se tiene, por la desigualdad del triangulo, que
d(z,z) < € +d(y,z). Esto implica que B(y,€¢) C B(xz,€). Asi, B(z,€) es una vecindad de
cada uno de sus elementos.

Y en este otro teorema se prueban mas cosas acerca de los conjuntos abiertos:
Teorema 2.2. Sea (X,d) un espacio métrico, entonces:

(a) Los conjuntos O y X son abiertos.

(b) La union de cualquier coleccion de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

(¢) La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos abiertos es un conjunto abierto.

Demostracion.  (a) () es abierto trivialmente porque en él no existe x alguno tal que B(x, €)
no esté incluido en (). X es abierto porque es vecindad de cada uno de sus elementos.

(b) Sea Gi,Gs,...,G, una coleccién de conjuntos abiertos y sea H = |J;_, Gy. Six € H
entonces x € Gy para algun k entre 1 y n. Por ser Gy abierto existe un ¢ > 0 para el
cual B(z,e) C Gy C H. De B(x,€) C H se sigue que H es abierto.

(c) Sea Gy, Gs,...,Gy una coleccién de conjuntos abiertos y sea H = (,_, Gy. Siz € H
entonces x € G para k = 1,...,n. Puesto que cada G es abierto se tiene que para
cada conjunto Gy existe un ¢, > 0 tal que B(z,¢e;) C G. Sea € = min{ey, ..., e,},
entonces para todos los conjuntos Gy, B(z,€) C Gy, y asi B(z,¢) C H.

O
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Los conjuntos cerrados se definen a partir de los conjuntos abiertos:
Definicién 2.3. Un conjunto G C X es cerrado si su complemento es abierto.

Teorema 2.3. Un subconjunto G de un espacio métrico X es abierto si y solo si su com-
plemento es cerrado.

Demostracion. Sea G abierto, como G = (G°)° se tiene que G es el complemento de G¢,
luego por definicion G¢ es cerrado. Por otra parte, si G¢ es cerrado, entonces G es abierto
por definicién. n

Para los conjuntos cerrados existen resultados semejantes al teorema 2.2:
Teorema 2.4. Sea (X,d) un espacio métrico, entonces:

(a) Los conjuntos O y X son cerrados.

(b) La union de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

(¢) La interseccion de cualquier coleccion de conjuntos cerrados es un conjunto cerrado.

Demostracién. (a) (0 y X son cerrados porque sus complementos X y (), respectivamente,
son abiertos.

(b) Sea G1,Ga,...,G, una coleccién de conjuntos cerrados. Para probar que | J,_, Gy es
cerrado hay que probar que su complemento (U}Z:1 Gk)c es abierto. Por el teorema 2.3
el complemento de cada Gy es abierto. Por De Morgan (U;_, Gk) = r—,(Gw), ¥
este conjunto es un conjunto abierto puesto que es la interseccién de una coleccion de
conjuntos abiertos.

., . C
(c) Sea Gy, G, ..., G, una coleccién de conjuntos cerrados, como ((;_, Gk)" = Ui, (G)*
es abierto, se tiene que (,_; G es cerrado.

]

Llegado a este punto conviene aclarar que un conjunto pueder ser a la vez abierto y
cerrado, y que existen conjuntos que no son abiertos ni cerrados.

En la siguiente serie de definiciones A es un subconjunto de un espacio métrico X.

Definicién 2.4. El interior de A es el conjunto | J{G : G es abierto y G C A}, esto es,
la unién de todos los subconjuntos abiertos de A. Equivalentemente, el interior de A es el
conjunto abierto més grande contenido en A. El interior de A se denota por Int A.

Definicién 2.5. La cerradura de A es el conjunto [{G : G es cerrado y G D A}, es decir,
la interseccion de todos los superconjuntos cerrados de A. Equivalentemente, la cerradura
de A es el conjunto cerrado mas pequeno que contiene a A. La cerradura de A se denota
por A~.
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Definicién 2.6. La frontera de A es la interseccion entre la cerradura de A y la cerradura
de A¢, es decir, el conjunto A~ N (A°)~. La frontera de A se denota por 0A.

Definicién 2.7. El exterior de A es el interior de A° o también, es el complemento de A™.
El exterior de A se denota por (A™)“.

El siguiente teorema muestra varias relaciones entre estos conjuntos:

Teorema 2.5. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X, entonces:

(a) A es abierto si y solo si A =1Int A.

(b) A es cerrado si y solo si A= A~.

(© ()7 = ()

(d) A= = (Int A%)“.

() 0A=A" — Int A.

(f) zo € Int A si y sdlo si existe un € > 0 tal que B(xg,€) C A.
(

g) wg € A si y sdlo si para cada € > 0, B(xg,e) N A # (.

Demostracion. (a) Si A es abierto, entonces para cada = € A existe un € > 0 tal que
B(z,e) C A. Evidentemente la unién de todas las bolas B(x,€) es A. Ademds, ésta

unién es igual a Int A puesto que para cualquier subconjunto abierto G de A se tiene
que G C | {B(z,¢€) : x € G}. Luego A = Int A. Por otro lado si A = Int A entonces
A es abierto porque Int A es abierto.

(b) Si A es cerrado, entonces (|{G : G es cerradoy G D A} = A~ = A, porque A es el
superconjunto cerrado mas pequeno de A. Por otra parte, si A = A~ entonces A es
cerrado debido a que A~ es cerrado.

(c) Six e (A%, entonces x € A° porque A° C (A°)~. Como z € A°, se tiene que = ¢ A

y también que x ¢ Int A porque Int A C A. Puesto que = ¢ Int A, resulta que

€ (Int A)°. Por otro lado, si x € (Int A)® entonces x ¢ Int A, y tampoco en A.
Luego = € A° y también en (A°)~.

(d) A= =[(A%)°" = (Int A°)°. La tltima igualdad se obtuvo de (c).
() 1€0A <= € (A N(A)) <= v A yor¢gInt A < vz (A —Int A).

(f) Sizo € Int A entonces existe un € > 0 tal que B(zg,€) C Int A, porque Int A es abierto.
Como Int A C A, resulta que B(xg,€) C A. En la otra direccién, si B(xg,€) C A para
algin € > 0, entonces por ser B(zg, €) abierto (teorema 2.1) se tiene que xy € Int A,
porque Int A es la unién de todos los subconjuntos abiertos de A.
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(g) Supdngase que zy € A~ por (d) zo € (Int A°)¢, y de este modo zg ¢ Int A°. Con
esto y por (f) se obtiene que para cada ¢ > 0, B(zg,€) ¢ A°. De esta forma, para
cada € > 0 hay un punto y € B(zo, €) que no pertenece a A, con lo cual y € A, y asi
y € (B(xg,e) N A). Ahora supdéngase que zo ¢ A~ = (Int A°)°, entonces g € Int A°, y
por (f) existe un € > 0 tal que B(xzg,€) C A°. De esto se obtiene que B(xg,e) N A = ().

O

2.3 Conjuntos conexos

Definicién 2.8. Un espacio métrico (X, d) es conexo si los unicos subconjuntos de X que
son a la vez abiertos y cerrados son X y ().

Normalmente se trabaja con subconjuntos de espacios métricos. La definicién anterior
también se usa para definir subconjuntos conexos de espacios métricos. Otra definicién muy
util de conjunto conexo es la siguiente:

Definicién 2.9. Un conjunto abierto [cerrado] X es conexo si no puede ser expresado como
la unién de dos conjuntos abiertos [cerrados] no vacios y disjuntos.

Esta definicién intuitivamente dice que un conjunto es conexo si esta conformado por
una sola pieza; si estd formado por dos o méas conjuntos disjuntos no vacios entonces estéa
formado por mas de una pieza y por lo tanto no es conexo. Como ejemplo considérese el
subconjunto de R, X = (0,1) U (2,3), en este caso X no es conexo. El siguiente teorema
dice cuéles subconjuntos de R son conexos.

Teorema 2.6. Un subconjunto X de R es conexo si y solo si es un intervalo.

Demostracion. Sea X = [a,b], a,b € R,a < b, y sea A un subconjunto abierto de X tal que
a€ Ay A+# X (comoa € A, Ano es abierto en R, pero si en X). Si se prueba que A no
es también cerrado, entonces se habra probado que X es conexo.

Puesto que A es abierto, existe un € > 0 tal que [a,a + €) C A. Sea r el mayor € para
el cual [a,a +¢€) C A, es decir 7 = sup{e : [a,a +¢) C A}. De este modo se tiene que
l[a,a+ 1) C A, pero a+1r ¢ A, porque de lo contrario, puesto que A es abierto, habria un
d > 0 tal que [a,a + 7+ ) C A, contradiciendo la definicién de r. Luego a + 1 ¢ A, y por
tanto a +r € X — A. Si A es también cerrado, entonces X — A es abierto, y por tanto se
puede encontrar un ¢ > 0 tal que (a+r—0, a+r+40) C X — A, lo cual contradice el hecho
de que [a,a+7) C A. Por lo tanto, A no puede ser cerrado. Para los otros tipos de intervalos
la demostracion es similar.

Ahora supéngase que X no es un intervalo, entonces existen dos puntos a,b € X, a < b,
tal que (a,b) ¢ X (un teorema afirma que X es un intervalo si y s6lo si para cualquier par de
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puntos a,b € X, con a < b se tiene que (a,b) C X). Entonces, existe un punto ¢ ¢ X tal que
a<c<b Comoaé€ (—00,c)ybe (c,00)se tiene que X = (X N (—o0,¢)) U (X N (c,0)),
donde (X N (—o00,¢)) y (X N (¢, 00)) son conjuntos disjuntos no vacios. Por lo tanto, X no
es conexo. O

Y este teorema dice cuales subconjuntos abiertos del plano son conexos:

Teorema 2.7. En el plano, un conjunto abierto no vacio es conexo si y solo si dos puntos
cualesquiera en el conjunto puden ser unidos mediante un poligono contenido completamente
en el conjunto.

Demostracion. Supongamos primero que A es un conjunto abierto conexo, hay que probar
que cualesquiera dos puntos en A pueden ser unidos mediante un poligono contenido en A.

Elijase un punto a € A. Sea A; el conjunto de todos los puntos en A que pueden ser
unidos a a mediante un poligono, y sea A, el conjunto de todos los puntos en A que no
pueden ser unidos a a mediante un poligono. Si a; € A; entonces existe un disco D(aq, €)
que contiene puntos en A (porque A es abierto). Como todos los puntos en este disco pueden
ser unidos a a; mediante un segmento de linea recta y desde a; hasta a mediante un poligono,
entonces el disco entero esta contenido en A; y por lo tanto A; es abierto. Sias € Ay entonces
D(as, €), para algin € > 0, estd contenido en A. Si un punto cualquiera en este disco puede
ser unido a @ mediante un poligono, entonces as también puede ser unido a a mediante un
poligono, lo cual contradice la definicion de As, luego todo el disco estd en A, y asi As es
abierto. Como A es conexo y A; es no vacio (porque contiene a a) se tiene, por la definicién
de conjunto conexo, que As es vacio. Luego todos los puntos en A pueden ser unidos a a
mediante un poligono, y de este modo cualesquiera dos puntos pueden ser unidos entre si
mediante un poligono usando a como un punto intermedio.

Ahora supdéngase que A estd conformado por dos conjuntos abiertos disjuntos, A =
A; U Ay, luego A no es conexo. Supdngase que a; € A; puede ser unido a ay € Ay mediante
un segmento de recta. Este segmento tiene una representacion paramétrica z = aj+(ay—ay )t,
0 <t < 1. Los subconjuntos del intervalo 0 < ¢ < 1 que corresponde a puntos en A; y A,
son abiertos, disjuntos y no vacios. De este modo no todos los puntos en A pueden ser
conectados mediante un poligono contenido completamente en A. O

Definidos los conjuntos conexos, una importante definicion es la siguiente:

Definicién 2.10. Una region es un conjunto abierto que es no vacio y conexo.

De esta manera, R, el plano, un intervalo abierto en R, y un disco abierto en el plano
son regiones. De hecho, las regiones pueden ser consideradas como las equivalentes multidi-
mensionales de los intervalos abiertos en R.
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2.4 Sucesiones

Muchos conceptos de la teoria de espacios métricos pueden ser expresados en términos de
sucesiones, por lo cual es importante comprender los conceptos basicos de las sucesiones.

Definicién 2.11. Una sucesion infinita o secuencia infinita es una funcién cuyo dominio es
el conjunto de los enteros positivos.

El contradominio de una sucesién puede ser cualquier conjunto, en particular si R es el
contradominio de una sucesion se obtiene una sucesion de ntimeros reales, y si el contrado-
minio es C se obtiene una sucesiéon de nimeros complejos.

Si f es una sucesion infinita, entonces a cada entero positivo k le corresponde un valor
f(k). Los nimeros en el contradominio de f se pueden denotar por f(1), f(2),..., f(n),....
Si se toma a,, = f(n) para cada entero positivo n, entonces se obtiene la siguiente forma de
una sucesion: ai, g, ..., dy, . . ..

Los valores a; son los términos de la sucesién. Las sucesiones son ordenadas ya que a
es el primer término, as es el segundo, y el enésimo término es a,, para todo entero positivo
n. También se usa {a,} para denotar a una sucesién cuyo enésimo término es a,,.

Definicién 2.12. Una sucesién {z,} en un espacio métrico (X, d) converge a x si para cada
€ > 0 existe un entero positivo N tal que d(x,,x) < € siempre que z,, > N. Si {z, } converge
a x, entonces x es el limite de {z,}, lo cual se escribe lim,, .z, = x, 0 como x,, — x. Si
{z,} no converge a algin x € X, entonces se dice que {z,} es divergente.

El siguiente teorema afirma que el limite de una sucesion convergente es tinico:
Teorema 2.8. Si una sucesion converge, entonces su limite es unico.
Demostracion. Sean x'y x’ dos limites de la sucesién convergente {z, }. Para ¢ > 0 arbitrario
existen enteros N y N’ tales que d(x,,x) < €/2 siempre que n > N,y d(x,,x’) < €/2 siempre
que n > N'. Sin > max{N,N'}, entonces por la desigualdad del tridngulo d(z,z’) <
d(zp,z) + d(x,,2"). De este modo, d(z,2") < d(x,,x) + d(z,,2") < €/2 + €/2 = €, luego
d(x,z’") < e. Entonces, haciendo € arbitrariamente pequeno, d(z,z’) se aproxima a 0, con lo
cual d(z,2') =0,y x = 2'. O

El siguiente teorema muestra algunas propiedades de las sucesiones de niimeros complejos:

Teorema 2.9. Supdngase que {s,} y {t,} son sucesiones complejas, y que lim,_, s, = s,
y lim, ..t, =t. Entonces:

(a) limy, oo (Sy + t,) = s+ t.
(b) lim,, . (cs,) = ¢s, para cualquier nimero c.

(c) limy, oo (Spty) = st.
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Demostracion. La funcién de distancia usada comuinmente en C es el valor absoluto.

(a) Para cualquier e > 0 existen enteros positivos N; y Ny tales que sin > Ny, Ny, entonces
|sp — 8| < €/2, y |t —t| < €/2. Si N = max{Ny, N2}, entonces n > N implica que
|(sn+tn) — (s+ )| =|(sn—5)+ (tn — 1) < s — 8| + |t — ] < e

(b) Dado € > 0 existe un entero positivo N tal que sin > N entonces para cualquier nimero
ces|sp,—s| <¢€/|c|. Asiparan > N |cs,—cs| = |c(sn—5)| = |c||sn—s| < |c|(e/]c]) = e.

(¢) Dado € > 0 existe enteros Ny y N, tales que si n > Ny, Ny entonces |s, — s| < /€, y
lt, — t] < v/e. Si N = max{Ny, N2}, entonces n > N implica que |(s, — s)(t, —t)| =
|sn — s||t, — t| < e. De este modo, lim,, (s, — s)(t, —t) = 0, debido a que € puede
escogerse arbitrariamente pequeno. Usando este hecho y usando que lim,, .S, = sy
limy, _oot, =t en la identidad s,t, — st = (s, — s)(t, —t) +s(t, —t) +t(s, — 5), se llega
a que lim,, (S, t, — st) =0, con lo cual lim,,_,(spt,) = st.

Las sucesiones de Cauchy son muy importantes en topologia:

Definicién 2.13. Una sucesién {z,} en un espacio métrico X es llamada una sucesion de
Cauchy si para cada € > 0 existe un entero N tal que d(z,, x,,) < € para todo n,m > N.

Teorema 2.10. En cualquier espacio métrico X cada sucesion convergente es una sucesion

de Cauchy.

Demostracion. Sea {z,} una sucesién converge en un espacio métrico X. Si {z,,} converge
a x entonces para cada € > 0 existe un entero N tal que d(z,,z) < € para todo n > N. Por
lo tanto, para n,m > N se tiene que d(x,,Zy) < d(T,,z) + d(z,z,) < 2¢. Y asi {z,} es
una sucesion de Cauchy. [

Muchas veces en topologia se llama puntos a los elementos de los conjuntos. La siguiente
definiciéon utiliza esto:

Definicién 2.14. Si A es un subconjunto de un espacio métrico X, entonces un punto r € X
es un punto limite de A si existe una sucesiéon {x,} de puntos en A tal que z = lim z,,.

El siguiente teorema muestra la relacion entre puntos limite y conjuntos cerrados:

Teorema 2.11. Un conjunto A es cerrado si y sélo si contiene todos sus puntos limite.
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Demostracion. Supéngase que A es cerrado y que x = lim z,, donde cada x,, pertenece a A.
Asi para cada € > 0 siempre hay cuando menos un punto de {x, } en B(z,€). De manera que
B(xz,e) N A #(, y por el teorema 2.5 (g) se tiene que © € A, y por (b) del mismo teorema
x € A

Ahora supdngase que A no es cerrado; entonces hay un punto zo € A~ que no pertenece
a A. De nuevo, por el teorema 2.5 (g) se tiene que para cada € > 0, B(zg,e) N A # (. En
particular, para cada entero n hay un punto x, en B(xy,1/n) N A; asi, d(x,,z) < 1/n, lo
cual implica que z,, — xg, y puesto que zg ¢ A, resulta que A no contiene a todos sus puntos
limite. O]

2.5 Conjuntos completos

Los conjuntos completos se definen en base a las sucesiones de Cauchy:

Definicién 2.15. Un espacio métrico X es completo si cada sucesion de Cauchy {x,} de
elementos pertenecientes a X converge a un elemento de X.

Teorema 2.12. C es completo.

Demostracion. Si {x, + yni} es una sucesién de Cauchy en C, entonces {x,} y {y,} son
sucesiones de Cauchy en R. Dado que R es completo (la demostraciéon de este hecho no
se incluye en este documento) z, — = y y, — y para z,y € R. De esto se sigue que
x4+ yi = lim (z, + y,i), y asi C es completo. O

A continuacién se presenta el concepto de didmetro de un subconjunto de un espacio
métrico:

Definicién 2.16. Sea A un subconjunto de un espacio métrico X. El didmetro de A,
denotado diam A, es el valor sup{d(z,y) : z,y € A}.

Teorema 2.13. diam A = diam A~.

Demostracion. De A C A~ se deriva que diam A < diam A~. Ahora, sean = y y puntos
arbitrarios en A~. Para algin € > 0 existen puntos =’ y ¢’ en A tales que d(2',z) < €y
d(y',y) < e. Por la desigualdad del tridngulo d(z,y) < d(z,z') + d(«',y') + d(v/,y), luego
d(z,y) < 2e +d(z',y') < 2¢ + diam A. Como esto se cumple para dos puntos cualesquiera
en A~ se sigue que diam A~ < 2¢+diam A, de donde finalmente se obtiene que diam A~ <
diam A. O

El teorema anterior es usado en la demostracién del importante teorema de Cantor que
se enuncia a continuacién:
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Teorema 2.14 (Teorema de Cantor). Un espacio métrico (X,d) es completo si y sélo si
para cualquier sucesion {F,} de conjuntos cerrados no vacios con Fy D Fy D --- y diam
F, — 0, se tiene que [\, —, F,, consiste de un solo punto.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico completo y sea {F},} una sucesién de conjuntos
cerrados tales que Fy D Fy D ---, y diam F,, — 0. Para cada entero n, sea x, un punto
arbitrario en F,,. Como F, D F}, si a < b, se tiene que si n,m > N entonces x,,Z,, € Fy,
y por tanto d(z,,z,,) < diam Fy. Puesto que F,, — 0, N puede ser elegido suficientemente
grande tal que para cualquier € > 0 se tenga que diam Fy < e. Esto muestra que {z,} es
una sucesion de Cauchy.

Debido a que X es completo, existe zy = lim x,,. Como x,, pertenece a cada F), tal que
n > N (ya que Fy D F,) y como z,, — xg, resulta que =y € F, para cada n. Con esto,
zo € (oo, Fu, y por tanto ()~ F,, contiene al menos el punto xq. Si y también pertenece a
M.~ F,, entonces tanto xy como y pertenecen a F,, para cada n, pero como diam F,, — 0y
d(xg,y) < diam F), se tiene que d(zg,y) = 0, y asi y = 2. Con esto se ha probado que en un
espacio métrico completo se cumple que para cualquier sucesiéon {F,,} de conjuntos cerrados
no vacios con Fy D Fy D --- y diam F,, — 0, el conjunto ﬂzozl F,, consiste de un solo punto.

Ahora sea {F,} una sucesién de conjuntos con F,, = {z,, Tpi1,...} ,asl F1 D Fy D ---.
Sea {z,} una sucesién de Cauchy en X, entonces para cada ¢ > 0 existe un entero N tal
que d(x,,x,) < € para todo los n,m > N; de esto se obtiene que diam {z,, Zp41,...} <€
para todo n > N. Por el teorema 2.12, diam {x,,Z,41,...} = diam {z,, z,1,...} ", asi
que diam F,, < € para todo n > N, y de esta manera diam F,, — 0 porque ¢ puede ser
arbitrariamente pequeno. Por hipétesis (-, F,, solo contiene el punto z, € X, lo cual
implica que =y € F,, para todo n y que d(xg,z,) < diam F,, para todo n. Entonces, como
diam F,, — 0, resulta que zqg = lim x,; lo cual muestra que X es completo. O

2.6 Conjuntos compactos

Para definir a un conjunto compacto es necesaria la nociéon de cubrimiento de un conjunto:

Definicién 2.17. Una coleccion ¢4 de conjuntos es un cubrimiento de X si X esta contenido
en la unién de los conjuntos pertenecientes a ¢, es decir, X C |J{G : G € ¥}. Si cada
conjunto GG € ¥ es abierto, entonces ¢ es un cubrimiento abierto de X.

Definicién 2.18. Un subcubrimiento de un cubrimiento ¢ de X es una subcoleccion de ¥
tal que X es un subconjunto de la unién de los conjuntos pertenecientes a la subcoleccion.
Un cubrimiento o subcubrimiento es finito si consiste de un ntimero finito de conjuntos.

Ahora se define lo que es un conjunto compacto:

Definicién 2.19. Un subconjunto K de un espacio métrico X es compacto si 'y soélo si cada
cubrimiento abierto de K contiene un subcubrimiento finito.
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Como un ejemplo considérese el conjunto A = {z € C: 2| < 1}. SiG, = {z: 2| <1-2
paran = 2,3,..., entonces {G,G3, ...} es un cubrimiento abierto de A. Este cubrimiento
no contiene un subcubrimiento finito de A, asi que A no es compacto.

Teorema 2.15. Sea K un subconjunto compacto de un espacio métrico X, entonces:
(a) K es cerrado.

(b) Si F C K es cerrado, entonces F' es compacto.

Demostracién. (a) Sea xq € K—; por el teorema 2.5 (g), B(xg,€) N K # () para cada
€ > 0. Sea G,, = X — B(z,1/n). Asf cada G} es abierto puesto que es el com-
plemento de un conjunto cerrado. Supéngase que zo ¢ K, entonces K C |J—, G,
(porque (o2, B(xo,1/n) = {zo}, y asf x¢ es el tnico elemento de X que no pertenece
alJ,~,G,). Dado que K es compacto hay un entero m tal que K C |J!", G,,. Como
Gy C Gy C -+, resulta que K C G,,, = X — B(x,1/m). Pero K C X — B(xg,1/m)
implica que B(xg,1/m)NK = ), que es una contradiccién al hecho que B(xg, ) N K #
() para cada € > 0. Luego no es posible que x¢ ¢ K, asi xy € K, y por tanto K~ C K.
Como K C K~ resulta que K = K, y por el teorema 2.5 (b), K es cerrado.

(b) Sea ¢ un cubrimiento abierto de F' C K. Dado que F' es cerrado X — F es abierto, y
¢ U (X — F) es un cubrimiento abierto de K, porque (K — F) C (X — F). Como K
es compacto hay un nimero finito m de conjuntos en el cubrimiento & de F tales que
Kc (Up, G,U(X —F)). Como F C K, se tiene que F' C || Gy, y por tanto que
F' es compacto.

]

Se presenta ahora la definiciéon de un importante concepto llamado propiedad de inter-
seccion finita:

Definicién 2.20. Si .% es una coleccién de subconjuntos de X se dice que .# tiene la
propiedad de interseccion finita si siempre que {Fy, F,, ..., F,} C % entonces (F} N Fy N
N E,) #0.

Sea .# una coleccién de subconjuntos de X, entonces para la coleccion ¢4 = {X — F .
F € F} se tiene que: J{X — F} = J{F°} = (N{F})" = X —N{F}. Esto se utiliza en la

demostracion del siguiente teorema:

Teorema 2.16. Si un conjunto K C X es compacto, entonces cada coleccion (finita o
infinita) F de subconjuntos cerrados de K con la propiedad de interseccion finita tiene
interseccion no vacia, esto es (\{F : F € F} # 0.

Demostracion. Sea K C X compacto y sea .# es una coleccion de subconjuntos cerrados
de K con la propiedad de interseccién finita. Supéngase que ([{F : F € F} = 0, y sea
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G ={X-F:FeZ} Entonces {X—-F : FeZ}=X—-({F:FeZ}=X-0=X,
por la suposicion que se hizo. De este modo ¢ es un cubrimiento abierto de X, y en
particular es un cubrimiento abierto de K. Debido a que K es compacto existen conjuntos
Fi,F,...,F, talesque K C |J,_, (X —F;) = X =, Fi. De K C X —(,_, F} se obtiene
que (Vi_, F € X — K, y puesto que cada Fj es subconjunto de K, (,_, Fr debe ser el
conjunto vacio para que pueda ser subconjunto de X — K, lo cual contradice la propiedad
de interseccién finita de #. Por lo tanto ({F : F € Z#} # (). O

Por 1ltimo, se demuestra que todo espacio métrico compacto es completo.

Teorema 2.17. Un espacio métrico compacto es completo.

Demostracion. Sea X un espacio métrico compacto. Entonces para cualquier coleccion ¢
de conjuntos cerrados de X que tenga la propiedad de interseccién finita se tiene que ({G :

Ged}+0.

Sea .# una coleccién de subconjuntos cerrados no vacios de X en la cual F; D Fy, D - --
y diam F,, — 0. De esta forma .% tiene la propiedad de interseccién finita porque siempre
que {F, Fy, ..., F,} C % entonces FiNFyN---NFE, =F, # 0. Y ademds como X es
compacto ()., Fy, # 0, es decir, (.2, F,, contiene al menos un elemento. Pero debido a que
diam F,, — 0, (., F}, consiste de un solo elemento. Entonces, por el teorema de Cantor,
X es completo. O
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