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1 Una Mirada General a los Automatas
Célulares Lineales.

La mayoria de los sistemas dinamicos, tienen tanto estructura como
conducta muy complejas, que no pueden ser siempre analizadas cualita-
tivamente. En algunos casos podemos simular su conducta numéricamente,
tomando en cuenta a algunos de sus componentes, sin embargo para al-
gunos casos no siempre son suficientes y algunas simulaciones requieren
mas componentes. Una estructura matematica comin para estos sis-
temas son los Autématas Celulares.

1.1 Antecedentes Historicos.

Los autématas celulares han aparecido a través de la historia con difer-
entes nombres (espacios celulares, estructuras celulares, arreglos itera-
tivos), pero bajo el mismo concepto fundamenteal. La teoria de estos
autéomatas, se comprende en diferentes épocas, debidas a las aporta-
ciones de sus principales autores. La primera comienza con John von
Neumann y la idea de las maquinas autorreproducibles; posteriormente
Martin Gardner [1] publica Life, un juego para computadora planeado
por John Horton Conway y finalmente, la ultima etapa es compren-
dida por una clasificacién que proporciona Stephen Wolfram para los
autématas celulares.

Etapa de von Neumann. (1950)

A principios de los anos 50’s, von Neumann se preguntaba si era
posible una maquina que fuera capaz de autorreproducirse en una
maquina mas compleja o si habria una contradiccion logica a esta idea,
como eran tiempos de postguerra se carecia del material para hacerla
[8]. A sugerencia de Stanislaw M. Ulam, matematico que ideaba juegos
para computadora, von Neumann construyé un mode-lo matematico
abstracto, en dos dimensiones, para el analisis de la méaquina, ya que
de esta forma seria mas suceptible a la demostracién; consistia en un
tablero de damas, donde cada casilla podria estar en cualquiera de los
29 estados diferentes definidos por von Neumann. El estado de cada
célula de la siguiente generacion, dependia de los cuatro estados mas
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Figura 2: Vecindad de Moore

cercanos de las células vecinas en forma ortogonal.

El juego iniciaba con un patrén inicial y la regla determinaria todas
las configu-raciones siguientes. Von Neumann probd que la maquina
autorreproducible era posible en un mundo légico e imaginario. El
resultado fue publicado en 1966, como Teoria de Automatas Autorre-
producibles. Posteriormente, el teorema de Edward F. Moore del Jardin
del Edén, que demostraba que si habia configuraciones que no tuvieran
ancestros, entonces habria otras que tendrian multiples ancestros. Por
ultimo el trabajo abstracto de Hedlund con algunos resultados de la
logica simbolica, aplicables a los autématas.

Etapa de Gardner. (1970)

El éxito que tuvo la publicacion de Life en los 70’s, un fantastico
juego ecologico de computadora, inventado por Conway hizo posible el
conocimiento piblico de los autématas [4]. Life, es un autémata en dos
dimensiones, donde cada célula puede tomar uno de cada dos estados,
activo o quieto, y su evolucion siguiente depende de su propio estado y
el de sus ocho estados vecinos, en forma ortogonal y diagonal. Esta es
la vecindad de Moore.

El criterio de Conway era que la regla no causara ninguna de las dos



consecuencias siguientes, morir rapidamente o expandirse sin limite.

Las computadoras comenzaron a tener gran popularidad y muchos
programadores pusieron interés en el juego de Conway; los dispositivos
de las computadoras permitian desplegar en forma visual las evolu-
ciones e inclusive algunas fueron interactivas. La falta de computado-
ras no fue obstaculo para los que carecian de ellas, ya que con lapiz y
papel llegaron a obtener resultados significantes.

Etapa de Wolfram. (1984)

En los estudios experimentales con autématas, se han encontrado
comportamientos complejos en estructuras ciclicas y en estructuras
muy largas [4].

La evolucion de los autématas, con condiciones iniciales aleatorias,
parecen ser tan diferentes unas con otras; sin embargo al observarlas
con detalle parecen tener un comportamiento caracteristico en forma
general.

En 1984, aparecieron tres articulos referidos a una nueva investi-
gacién en los autématas; dos de estos fueron escritos por Wolfram y
el otro hacia referencia a él. En los que exponia el estudio de un gran
nimero de autématas, que le permitio clasificarlos dentro de cuatro
clases, después de comparar sus historias evolutivas con muchas reglas.
Esta clasificacién muestra que muchos detalles de la construccién de
los autématas, son irrelevantes respecto a su conducta cualitativa.

La clasificacién hecha por Wolfram [11] es la siguiente:

Clase I. Autématas que evolucionan rapidamente a un es-
tado tinico homogéneo.

Clase II. Autématas que evolucionan en estructuras ciclicas
simples de periodos cortos.

Clase III. Autématas que evolucionan en conductas caéticas
y estructuras cadticas.



Regla de Wolfram 224 Regla de Wolfram 168

Figura 3: Para cualquier condicién inicial, esta clase evoluciona en
pocas generaciones a un estado uniforme.

Regla de Wolfram 44 Regla de Wolfram 156

Figura 4: Alcanzan algin estado y todo lo que queda son estados
ciclicos aislados.

Regla de Wolfram 135

Figura 5: Mas de la mitad de las reglas de Wolfram muestran este
comportamiento.



Automata con estados complejos.

Figura 6: Esta es la clase mas estudiada, es generada por reglas en las
cuales el diagrama de de Bruijn contiene ciertos ciclos.

Automata Lineal. Representacion de su evolucion.

Figura 7: El autémata sigue siendo unidimensional.(No debe pensarse
que es en dos dimensiones,el t-ésimo renglén representa la configuracion
del autémata en el tiempo t.)

Clase IV. Autématas que evolucionan en conductas comple-
jas aisladas.

1.2 Conceptos Basicos.

Los Autématas Celulares son sistemas dinamicos discretos, que evolu-
cionan por reglas deterministicas y sus variables cambian en forma
sincronica, en funcién de sus valores actuales. Las palabras claves
para describir a los automatas son, discreto, deterministico, local y
sincronico. Los automatas lineales son versiones en una dimension de
los autéomatas de Conway. Aunque son el caso mas simple, actualmente
son los mas investigados, su ventaja es que su evolucion puede ser rep-
resentada en una pantalla de computadora dos dimensiones, el arreglo
estara limitado por el numero de pixeles de la pantalla.

Estos autématas consisten en un espacio de configuracion discreto
de células conectadas, cada célula tiene asignado un valor de un con-



junto finito de estados y una regla de evolucién que actualiza los valores
en pasos de tiempo discreto, a partir de una condicién inicial. En gen-

eral los autématas se denotan como (k,r), donde krepresenta el nimero
de estados y r, el niimero de vecinos [4].
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Figura 8: Este autémata es llamado cilindrico, ya que su evolucién
puede ser vista como un cilindro.

Arreglos. Es el espacio de configuracion discreto de células conec-
tadas, que puede estar delimitado o no de la siguiente forma [10]:

Doblemente infinito. El arreglo es infinito por ambos lados.

(1)

Medianamente infinito. El arreglo es infinito por alguno de sus la-

dos.

(2)

(3)

Finito. El arreglo es finito por ambos lados.

(4)
Cuando un arreglo es finito podemos cerrarlo en forma de anillo
para completar la vecindad de sus extremos del arreglo.

Vecinos. Todas las células de una generacién se actualizan al
mismo tiempo, para cada célula, su valor en el siguiente paso del
tiempo, dependera de su propio valor y del de las r células més cer-
canas, (vecinos), es decir un bloque de r vecinos por cada lado.
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Figura 9: Autématas con diversos radios de vecindad
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Celula puesta en el centro
de sus dos ancestros

Figura 10: Ejemplo de una vecindad fraccionaria

El nimero de vecinos puede variar, lo mas conveniente es tomar
el mismo numero de vecinos para ambos lados de la célula, sin tomar
vecindades irregulares, sin embargo esto no siempre es posible, como
veremos en los casos de los autématas (k,h), (k,t).

Estados. Los estados son los diferentes valores que puede tomar
cada célula en un autémata. El caso mds simple es el binario, (sélo dos
estados). Generalmente son representados por niimeros o colores.

Vecindad. En general, al numero total de células, formado por
la célula y sus vecinos por ambos lados se le llama vecindad, y esta
dado por 2r+1, (donde el producto 2r representa los r vecinos de cada
uno de los dos lados). Para todo autémata (k,r), el nimero total de

vecindades diferentes es k(A 2r+1 )

No siempre el niimero de vecinos r es entero, en algunas ocaciones
podemos tomar cada medio vecino de cada lado, (k,h), (donde h sig-
nifica 1/2), para cada vecino de la c¢élula no podemos tomar mitad y
mitad, entonces es conveniente unir las dos mitades y completar un ve-
cino de un solo lado, que puede ser el del lado derecho o del izquierdo,
y la célula de la siguiente generacion sera puesta en el centro de sus dos
ancestros. Para el caso (k,t), (donde ¢ significa 3/2), el procedimiento
es el mismo.

Reglas de Evolucion. La Regla de Evolucion en un autémata
es una funcion que especifica a que estado evolucinara cada vecindad.
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Existen dos maneras diferentes de formar las reglas de evolucién.

Si tomamos el caso més simple de los autématas, los (2,1), sabemos
que son

k21“+1 — 22(1)+1 — 87 (5)

posibles combinaciones de vecindades, se ordenan de mayor a menor
tomandose como nimeros binarios, en un segundo renglén se coloca
cada estado al que evoluciona una vecindad, si este es convertido a
decimal empezando por la derecha, se encuentra la Regla de Wolfram

[4].

111 110 101 100 011 010 001 000
o 0 0o 0 1 1 1 1 (6)
27 26 25 24 23 22 b 20
Esta es la regla 15, leyendo el segundo renglén al revés, se encuentra
en numero binario 11110000.

A partir de estas vecindades se puede saber el nimero total de Re-
glas de Wolfram que hay; ya que cada vecindad puede evolucionar en
uno de dos estados hay 28 = 256 diferentes. Estas reglas son numer-
adas del 0 a la 255.

vecindades 111 110 101 100 011 010 001 000 <7>
valores 2 2 2 2 2 2 2 2

Existe otra forma de determinar reglas evolutivas que son llamadas
Reglas Deterministicas, son formadas por el resultado de alguna op-
eracién, (como la suma, resta) con cada una de las vecindades. Estas
reglas producen resultados muy extranos.

Supongase la siguiente regla:

suma 3 210 (8)
stguienteestado 0 1 0 O

esta regla, se conforma por la suma binaria de las vecindades para
saber el siguiente estado evolutivo. Esta regla también es una Regla de

Wolfram, es la regla 22. Algunas otras reglas que cumplen esto son la
0, 1, 127, 150, 255.
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Figura 11: Regla de Wolfram 22

1.3 Reversibilidad.

Existen actualmente dos campos de investigacion para los autématas,
estos son debidos a la direccion de la evolucién del autémata, es decir, el
problema de la evolucién hacia adelante y el problema de la Fvolucion
Reversiva.

El problema hacia adelante, analiza caracteristicas en la conducta
de la evolucién de los autématas como son ciclos, puntos fijos etc; con
desarrollo de técnicas para el andlisis de los autématas.

Por otro lado, el problema Reversivo, tiene gran importancia en la
modelacién para simular caracteristicas de sistemas vivos, (como Life).
Se busca determinar una reversibilidad en el tiempo, de tal forma que
configuraciones pasadas puedan ser recuperables desde cualquier otra
configuracion posterior a ellas, el sistema debe de ser capaz de guardar
la informacién [9]. Esto es, determinar autématas que satisfagan re-
stricciones como generar configuraciones inalcanzables, denominadas

Jardin del Edén.

Un aspecto importante en este estudio es que los conceptos inher-
entes a la reversibilidad, son muy sencillos y el nombre de cada uno de
estos conceptos proporciona ideas intuitivas.

Sistema Invertible o Reversivo. Es un sistema deterministico,
en ambas direcciones del tiempo, futuro y pasado.

Regla Inversa.Regla que hace posible regresar en el tiempo.

Ancestro. Es una configuracién, que por la aplicacion de una regla
de evolucién, ha generado una configuracién siguiente.

12



Sistema deterministico en el tiempo.

Figura 12: Autémata (2,1) regla 15 la cual es reversible.

Mapeo Local.Es el que asigna sucesores a las vecindades.

Mapeo Global. Es el que produce la sucesion de configuraciones
de una ge-neracién a la siguiente.

El concepto de reversibilidad, no se aplica al mapeo local sino al
mapeo global.

El estudio de los autéomatas reversivos, tiene muchos problemas
abiertos; no es conocida actualmente una forma sistematica para de-
terminar la existencia de la reversibilidad, que se aplique a todos los
autématas, sin importar el nimero de estados o de vecinos.

Estas son las tres diferentes configuraciones que se pueden generar
en los autématas:

1. Jardin del Edén. Son configuraciones que no pueden ser gener-
adas por la evolucién, (no tienen ancestros) y sélo pueden apare-
cer al principio de la evolucién.

2. Ancestros Multiples. Configuraciones que pueden ser generadas
por diferentes ancestros.

3. Ancestros Unicos.ConﬁguraCiones que pueden ser generadas por
un solo ancestro. Este tipo de configuraciones son las necesarias
para la reversibilidad.

A estos tipos de configuraciones, estan muy ligadas a tres propiedades
de los autématas.

13



4. Suryectividad. Implica que todas las configuraciones deben tener
al menos un ancestro. Con esto se elimina el Jardin del Edén.

5. Inyectividad. Implica que todas las configuraciones deben de
tener a lo mas un ancestro. Con esto se eliminan los ancestros
maltiples.

6. Biyectividad. Esta propiedad es en realidad una consecuencia
de la interseccion de las dos anteriores e implica que todas las
configuraciones deben tener un solo ancestro.

Existen conceptos fundamentales en el estudio de la reversibilidad,
uno de ellos es el concepto de la Multiplicidad Uniforme, que indica
que cada cadena debe de tener tantas formas de reproducirse como no-
dos en elDiagrama de de Bruin haya. Otro concepto muy importante
es el de los Indices de Welsh, que dan una descripcién de como se com-
portan los ancestros.

Gustav A. Hedlund, en 1969 expuso su trabajo acerca de las propiedades
de endomorfismos y automorfismos de los sistemas dinamicos, en un
lenguaje matematico muy abstracto con muchas caracteristicas topoldgicas.
En 1978, Masakasu Nasu, des-cribié estos resultados en una forma més
amigable utilizando la Teoria de Grdficas, para incorporar unas ideas
a la Teoria de Automatas.

Para facilitar el analisis de estas propiedades, la Teoria de Grdficas,
puede convertirse en una poderosa herramienta, ya que permite de-
scribir la evolucion del autéomata en forma grafica, mostrando también
la transicién de las propiedades locales a las propiedades globales [5].

14



Las graficas mas importantes son:

1. Diagrama de de Bruiyn. Proporciona toda la informacion de las
propiedades de los autématas, aunque no en forma muy evidente.
Principalmente muestra el traslape de las vecindades y los estados
a los que evolucionan secuencias que forman ciclos en el diagrama
de de Bruijn.

2. Diagrama de Subconjuntos. Se obtiene a partir del diagrama de
de Bruiyn, y proporciona informacién acerca de los indices de
Welsh y de la existencia del Jardin del Edén.

3. Diagrama de Parejas. Se obtiene del diagrama de de Bruin y
proporciona informacién acerca de ancestros mailtiples.

Actualmente se estudian otro tipo de diagramas, llamados Diagra-
mas de Welsh, los cuales seran vistos con detalle mas adelante.

Se presenta la siguiente cuestion filosofica, si la maquina construc-
tora universal de von Neumann hubiera sido posible, por ejemplo en un
autémata que tuviera implementado una maquina de Turing, llevaria
implicitas las mismas limitaciones de la maquina de Turing, entonces
un autémata celular debe superara estas limitaciones. Si un autémata
celular puede ser modelado por una maquina de Turing, la unién de
estos dos hard que sus capacidades sean compatibles.

Lo inverosimil de esta afirmacién (que pareciera verdad), surge
cuando se encontré que habia autématas que tenian configuraciones
que no podian ser originadas por la evolucién. (Jardin del Edén). La
relacion de estas configuraciones con el constructor universal estaba
en que, en la realizaciéon del constructor no se requeria llenar espacios
con disenos arbitrarios, por el contrario creaba objetos especificos de
acuerdo a instrucciones que habia recibido. La universalidad es referida
a si des-cripciones arbitrarias pueden ser seguidas y no si construcciones
arbitrarias pueden ser construidas.

Este analisis permite evaluar la conducta de los automatas, ya que
la reversibilidad es una de las caracteristicas universales de las leyes
fisicas y en los autématas celulares no se da automaticamente. Se cree
que puede ser introducida pero el sistema perdera otras propiedades

15



importantes, para la modelacion.
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2 Diagramas en los Autématas Celulares

La Teoria de Graficas es una herramienta util para el estudio de los
autématas, ya que una grafica representa una pareja (N,L) que con-
siste de N nodos y L ligas. Como los simbolos de los nodos son mane-
jados como enteros consecutivos se facilita el uso de sus propiedades
aritméticas o algebraicas, haciendo uso de matrices. Entre las graficas
mas importantes, para el estudio de los automatas estan los siguientes
diagramas:

Diagrama de de Bruijn
Diagrama de subconjuntos
Diagrama de parejas

Para auxiliarnos en la construcciéon de los diagramas usamos el soft-
ware elaborado por McIntosh, en la Universidad Autéonoma de Puebla,

el NXLCAU.

2.1 Diagramas de de Bruijn

El diagrama de de Bruijn es una gréafica cuyos nodos (secuencias de
simbolos de algin alfabeto) son secuencias de un conjunto de esta-
dos y sus ligas describen las secuencias que se traslapan revelando las
posibles sucesiones. Dichas secuencias tienen la misma longitud y son
vecindades parciales.

Para un autémata (k,r) el nimero de nodos, en el diagrama, estd
dado por
k2r (9)

y el nimero de ligas por
k27‘+1. (10)

Ya que los nodos representan fracciones de vecindades saldra una
liga del nodo i al nodo j si y sélo si la fraccién de vecindad de el nodo i
junto con la del nodo j forman una vecindad completa. Cada fraccién
de vecindad para cada nodo estd dada por 2r [5].

17



La matriz de conectividad que como sigue,

ki
. 2r
1 si i - ki+1 (mod k")
M;; = kit k—1 (11)

0 otro caso

18
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Figura 13: Diagrama de de Bruijn asociado a un autémata (2;h)

2.2 Construccion de los Diagramas de de Bruijn

Para cualquier autémata (k,h), en donde h significa que tiene vecindad
de radio igual a un medio, la fraccion de vecindad para cada nodo sera
de una célula, ya que 2r = 2(1/2) = 1.

Para el autémata (2,h) se tendran dos estados:

2:{2 (12)

vecindad de radio igual a un medio.

1100

1010 (13)

vecindades = {
Independientemente de la tregla de evolucion, el diagrama de de

Bruiyn estara definido por:

k= 22(/2) = 2nodoseneldiagrama.

k2l = 220/2+1 — 4ligaseneldiagrama. (14)

Y como se habia mencionado se tendra una fraccion de vecindad de
una célula.
Entonces la grafica esta dada por:

Para el autémata (3,h) se tendran tres estados,

0
3=1{1 (15)
2
) 222111000
vecindades = { 910910210 (16)

El Diagrama de de Bruijn tendra:

19



k2 = 321/2) = 3 nodos en el diagrama.
it = 322+ — 9 ligas en el diagrama.

(17)

20



Figura 14: Diagrama genérico de de Bruijn para un autémata (3,h).

Y el diagrama queda como sigue:
Para el autéomata (4,h) se tienen 4 estados:

0

1
4=3, (18)

3

. 3333222211110000

vecindades = { 3210321032103210 (19)

El Diagrama de de Bruijn tendra:
K = 422 = 4 nodos en el diagrama. (20)

Er+t = 42029+0 — 16 ligas en el diagrama.

FEl diagrama de de Bruijn queda como sigue:

21



Figura 16: Diagrama genérico de de Bruijn para un autémata (8h).

Podriamos seguir aumentando el nimero de estados y la compleji-
dad del diagrama aumentaria por lo que s6lo mencionaremos el automata
(8,h), que tiene 8 nodos y 64 ligas como se muestra en la siguiente figura:

Para cualquier autémata (k,1), o sea que tiene una vecindad de ra-
dio uno, la fraccién de vecindad para el diagrama serda de dos células,
ya que 2r = 2(1) = 2.

Para el autémata (2,1) se tendran:
0
2 = { X (21)

y radio de vecindad igual a uno.

11110000
vecindades = ¢ 11001100 (22)
10101010

22



Igualmente no importa la regla de evolucién, el diagrama tendra:

K = 220 = 4 nodos en el diagrama.

k.27’+1 — 22(1)+1 = 8 (23)

ligas en el diagrama.

Entonces las fracciones de vecindad quedan determinadas por

nodo 0 — 00
nodo 1 — 01
nodo 2 — 10 (24)
nodo 3 — 11

23



Para el autémata (3,1) se tendran:

3=4{1 (25)

y radio de vecindad igual a uno.

222222222111111111000000000
vecindades = ¢ 222111000222111000222111000 » . (26)
210210210210210210210210210

L2 — 3200
E2r+1

= 9 nodos en el diagrama.
PO+ = 27 ligas en el diagrama.

Entonces las fracciones de vecindad quedan determinadas por

nodo 0 — 00
nodo 1 — 01
nodo 2 — 02
nodo 3 — 10
nodo 4 — 11 (28)
nodo 5 — 12
nodo 6 — 20
nodo 7 — 21
nodo 8 — 22

El diagrama de de Bruijn queda como sigue:

2.3 Diagrama de de Bruijn para el autémata (4,h)
regla F5A0F5A0

La regla de evolucion esta definida por:

3333222211110000

3210321032103210 (29)
3311220033112200

24



Figura 17: Diagrama genérico de de Bruijn para un autémata (3,1).

Para una configuracion inicial, aleatoria, y sea t un momento en el
tiempo, la evolucion del autémata seria

032110012331 t

1230110032311 t+1

321011023211 t+2

3301011223013 t+3 (30)

Tomando por parejas, la regla de evolucién, se puede codificar a
base hexade-cimal

AT T[40 [4740 [ 4740 [ 4740 [ 4740
33 | 11 | 22 | 00 | 33 | 11 | 22 | 00 (31)
[ Fls]lAJo[F]5[A]O]

El diagrama de de Bruijn queda como sigue:
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Figura 18: Diagrama de de Bruijn para el autémata (4,h) regla
F5A0F5A0

La matriz de evolucion en el diagrama de de Bruijn es

0 0 0 2 2
1 1 1 3 3
2 0 0 2 2 (32)
3 1 1 3 3
Evolucién en el estado 0
0 1 1
A= ! (33)
-2 1 1
3
Evolucién en el estado 1.
0 .
1 1 1
B = 5 o (34)
3 1 1

Evoluciéon en el estado 2.
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Evolucion en el estado 3.

w N = O

W N = O

27

(35)



Figura 19: Evolucion de la cadena de estados 0310 observada desde el
diagrama de de Bruijn

Siendo los nodos configuraciones y las ligas las sucesiones, tomare-
mos la configuracién inicial, compuesta por los nodos 0310 (en este
orden) se tiene la siguiente sucesion.

0310 —  nodos

211 —  ligas (37)

Y tomando otro orden de los nodos tenemos que la configuracion
022310 (nodos) evoluciona en 22211 (ligas).

022310 —  nodos

22211 —  ligas (38)

2.4 Diagrama de de Bruijn para el autémata (2,1)
regla 51

La regla de evolucion esta definida por

00001111
00110011

01010101 (39)
11001100

La regla 51 de Wolfram se contruye de la siguiente manera,
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stateo N
State 1 -

Figura 20: Diagrama de de Bruijn para el autémata (2,1) regla 51.

Para una configuracion inicial, aleatoria, y sea t un momento en el
tiempo, la evolucion del autémata seria

011011000111010 t

100100111000101 t+1

011011000111011 t+2

100100111000101 t+3 (41)

Nota: tiene periocidad igual a uno.
El diagrama de de Bruijn queda como sigue

Tomando la configuracion inicial 01101001, cuyos nodos son 1321201,
evoluciona en 10010110.

01101001 —  nodos

10010110 —  ligas (42)
Matriz de evolucion
0 11 .
1 00
2 11 . (43)
3 00
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Evolucion en el estado 0.

0 ..
1 11

A= 5 o (44)
3 11

Evolucion en el estado 1.

0 11

B— ! (45)

2 1 1

3

2.5 Construccion de los Diagramas de Subcon-
juntos

El diagrama de Subconjuntos se desprende del diagrama de de Bruijn.
Al etiquetar ligas, en el diagrama, da la apariencia de que existen fun-
ciones, por que asocia unos objetos con otros, sin embargo si dos ligas
con la misma etiqueta surgen de un mismo vértice dificilmente pueden
representar una funcién [6]. La inclusién del conjunto vacio asegura
que cada punto tiene una imagen, permitiendo definir funciones. La
informacion que se puede obtener de este diagrama son todas las con-
figuraciones que puedan evolucionar en una configuracion deseada (en-
contrar ancestros). Pero podemos encontrar configuraciones que no
tengan ancestros por lo que dichas configuraciones son conocidas como
Jardines del Edén. En el diagrama se pueden ver este tipo de configu-
raciones, porque si existe una ruta del conjunto universal al conjunto
vacio es evidencia suficiente de que existe Jardin del Edén.

Si las clases unitarias carecen de ligas al conjunto vacio, ningin

otro subconjunto tendra tales ligas y no existira el Jardin del Edén.
Similarmente, todo el subconjunto no ligara con otros subconjuntos,
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no permitiendo la existencia de un Jardin del Edén, si cada nodo tiene
una liga entrante para cada tipo de célula [6].

Hay un cierto residuo de la conectividad del diagrama de de Bruijn
en el sentido que, dada cualquier fuente y cualquier destino, siempre
habrd un subconjunto conteniendo el destino accesible desde cualquier
subconjunto conteniendo la fuente, pero el destino puede tener nodos
adicionales [4].

El diagrama de Subconjuntos puede no ser conectado; ain si esto

sucede, es interesante conocer el subconjunto més grande accesible
desde algin subconjunto dado, asi como el mas pequeno.
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El ntimero de nodos en el diagrama de subconjuntos estda dado por
2k2r.

2.6 Construccién del Diagrama de Subconjuntos
autémata (2,1), regla 51

2kSr = 2} = 16 nodos para el diagrama de Subconjuntos

Los nodos en el diagrama de subconjuntos van a ser tomados de la
siguiente manera:

Subconjuntos | Binario | decimal clases
3210
0 0000 0
0 0001 1 unitaria
1 0010 2 unitaria
2 0100 4 unitaria
3 1000 8 unitaria
01 0011 3 binaria
02 0101 5 bz.nam.a (46)
03 1001 9 binaria
12 0110 6 binaria
13 1010 10 binaria
23 1100 12 binaria
012 0111 7 terciaria
013 1011 11 terciaria
123 1110 14 terciaria
023 1101 13 terciaria
0123 1111 15 cuaternaria

Entonces el diagrama de subconjuntos queda como sigue:

2.7 Construccion de los Diagramas de Parejas

El diagrama de parejas (producto cartesiano) entre sus aplicaciones ex-
isten rutas entre dos diferentes diagramas o de dos rutas en el mismo
diagrama. No siempre es necesario hacer la distincion de entre los
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Figura 21: Diagrama de Subconjuntos para el autémata (2,1) regla 51.

miembros de una pareja; las flechas en la grafica requieren que las ligas
sean definidas como nodos de parejas ordenadas, pero no necesaria-
mente se requiere que la pareja de ligas sean tomadas en algin orden
en particular [5].

En un diagrama de subconjuntos se puede observar si una configu-
racion tiene ancestros multiples, pero es mas facil de interpretar en el
diagrama de parejas, ya que si hay ciclos fuera de la diagonal principal
es evidencia de que existen multiples ancestros [6].

Los nodos de un diagrama de parejas son pares de nodos en el di-
agrama de de Bruijn, las parejas estan unidas, por ligas etiquetadas
siempre que ambos miembros de el par esten unidos por ligas de la
misma etiqueta. Rutas en el diagrama de parejas corresponden a pares
de rutas en el diagrama de de Bruijn. El diagrama de parejas tiene
k4r nodos.

Existe simetria en el diagrama de parejas.

2.8 Construccion del diagrama de parejas para el
autémata (4,h) regla F5A0F5A0

Existen kjr = 42 = 16 nodos en el diagrama.

El diagrama de parejas queda como sigue
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Figura 23: Diagrama de parejas del autémata (2,1) regla 51.

2.9 Construccion de el Diagrama de Parejas para
el automata (2,1) regla 51

Existen kjr = 2/ = 16 nodos en el diagrama.
El diagrama de parejas queda como sigue
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Célula
identificadora

Figura 24: Anillos con condiciones de limite peridédico, arreglo de
longitud L y vecindades de tamano 3, iterando hasta un tiempo ti,

(k=2,r=1).

3 Campos de Atraccion

Topologia. Las estructuras de células y organismos vivos son organiza-
dos am-pliamente en un camino que puede ser descrito como topologia,
caracterizado para especificar sus posiciones como patrones de conec-
tividad y a su vez puede obtenerse su representacion matricial. La
aplicacion mas importante de la matriz topoldgica consiste en su ca-
pacidad para describir caminos entre nodos conteniendo multiples ligas
de acuerdo a su evolucion, por lo tanto los elementos de tales matrices
son enteros y son ttiles para contar el nimero total de caminos, pero
no clasifican los caminos en diferentes categorias. Los elementos de la
diagonal de la matriz cuentan los ciclos; la traza produce el nimero
total de ciclos y cuenta cada uno de ellos una vez por cada nodo que
ellos contienen.

El arreglo es ordenado como un circulo (anillo) donde la célula ini-
cial concatena con la célula final, tal arreglo circular tiene condiciones
de limite periddico y de esta forma establecemos la simetria dentro del
automata. La evolucion del autéomata puede ser representada como
una secuencia de estados globales, es decir, iteramos el estado global
inicial hasta un tiempo t determinado y cuantificamos cada uno de los
anillos hasta formar un conjunto de estos en un diagrama de evolu-
ciones (llamados también patrones de espacio-tiempo).
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Figura 25: Diagrama de estado-tiempo, mostrando el comportamiento
(patrén) de los estados globales (anillos) de la regla 30.

Los patrones de espacio-tiempo representan las trayectorias del autémata
de cualquier estado global inicial dado. Dadas estas sencillas propiedades
para cualquier automata podremos ver como diferentes reglas producen
patrones de espacio-tiempo caracteristicos para una regla dada, los
patrones de diferentes estados globales iniciales aleatorios son clara-
mente reconocidos a primera vista. Los patrones de espacio-tiempo en
términos muy amplios son construidos para mostrar el comportamiento
ya sea estatico, periédico, complejo o cadtico, es decir, las cuatro clases
de Wolfram [11]. La clasificacién de reglas para un autémata celular
parecen estar hechas de acuerdo a su fenomenologia de tales patrones
en el diagrama de espacio-tiempo.

El espacio-estado es el conjunto de todos los posibles estados glob-
ales en un tiempo dado, consecuentemente en un autémata celular
finito el espacio-estado es finito; de esta manera alguna trayectoria
debe encontrar eventualmente un estado global repetido que ocurra
en un tiempo dado y como el sistema es deterministico la trayectoria
debe llegar a ser localizada en una secuencia de estados repetitivos, de
esta forma se llega a formar un ciclo atractor con un periodo especifico
mayor o igual a uno.

Los estados son parte del atractor o corresponden a una transicion,

por lo tanto una secuencia de estados corresponden al atractor. Si
las transiciones existen deben existir estados en los extremos llama-
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dos Jardin del Edén, esto es, una evolucion-inalcanzable para cualquier
otro estado. El conjunto de todas las posibles transiciones correspon-
den al atractor mas el atractor mismo, esto es el basin de atraccion.
Estos basins de atraccion constituyen el flujo dinamico sobre el espacio-
estado dados por la funcién de transicion del autémata.

El basin [12] de un campo de atraccién de un autémata finito es
el conjunto de los basins de atracciéon donde todos los posibles esta-
dos y trayectorias deben ser organizados por la funcion de transicién
del autémata. La topologia o estructura de un sélo basin de atraccion
puede ser descrito por un diagrama, la grafica de estados transicion.
Esto es el conjunto de gréaficas construyendo el campo especifico para
un comportamiento global del sistema. Algunos otros nombres serian
usados: fragmentos de estado-transicion, contracciéon de mapas, com-
portamiento topoldgico, red de trabajo de atracciéon y componentes.

Una grafica de estado-transicion liga todos los estados con un sélo
basin de atraccién, de acuerdo a su evolucién especifica; de esta man-
era debemos tener una topoldgia de arboles con raices como ciclos de
atraccién. Los estados globales son representados por nodos que son
ligados por arcos dirigidos, cada nodo debe tener cero o mas arcos de
entrada desde nodos previos en un tiempo-paso, o sea, obtener su pre-
imagen; dado que el sistema es deterministico debe existir un arco de
salida a un sélo nodo (el estado sucesor) en el siguiente tiempo-paso,
los nodos que no contienen arcos de entrada representan los estados
conocidos como Jardin del Edén. El nimero de arcos de entrada son
referenciados como el grado de pre-imagenes sobre un nodo sucesor.

Para un conjunto de parametros dados, el espacio-estado debe en
esencia cristalizarse dentro de un conjunto de uno o mas basins de
atraccién, el basin del campo de atraccién es el conjunto de graficas
de estado-transicion representando todos los basins dentro del espacio-
estado. Generalmente la mayoria de los nodos en los basins o un sélo
basin de atraccion se localizan sobre los arboles de transiciones, fuera
del ciclo atractor; un arbol de transiciones es el conjunto de todos los
caminos desde los nodos Jardin del Edén hacia un nodo sobre el ciclo
atractor (un nodo atractor); una rama del arbol de transiciones es lla-
mada rama transicién y es el conjunto de todos los caminos desde los
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Component3 - rootcycle length 4, total mass 96

Arbol
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Transiciones
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Estados %

Jardin del Edén

Figura 26: Grafica de estado transiciéon, regla 18, L = 10, basins = 5,
ciclo con periodo = 4, altura maxima = 5 y altura minima = 0.

nodos Jardin del Edén, que corresponden a un estado sobre el arbol
de transiciones. Una transicién es un camino particular de algin nodo
arbitrario dentro del arbol que corresponde a cualquier otro nodo, en
todos los casos el nodo atractor por si mismo es excluido de estas defini-
ciones.

Para determinar la topologia de un sélo basin de atraccion con-
teniendo un estado global en particular, el ciclo atractor es aislado
y entonces se obtiene la topologia de cada arbol que es especificado.
Para aislar el ciclo atractor el automata es iterado hacia adelante en el
tiempo, desde un estado global inicial seleccionado (la semilla), hasta
encontrar estados repetidos en un periodo dado. El numero de pasos
para alcanzar la longitud encontrada es igual a las transiciones mas el
periodo del ciclo.

El periodo del atractor esta generalmente entre 1 y algiin multiplo
de L, o sea la longitud del arreglo; pero en algunos casos puede diverger
exponencialmente con L para reglas con pre-imagenes limitadas. El
periodo del atractor no puede exceder de

2l — M (47)

donde M es igual al nimero de estados dentro del espacio-estado logra-
dos sobre los segmentos repetidos del anillo. Si un atractor es conocido
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es representado como un circulo de nodos evolucionando en sentido
de las agujas del reloj. Para construir estos arboles de transiciones es
necesario tener un método que contenga el conjunto de pre-imagenes
de algin nodo, en otras palabras, para evolucionar hacia atras en el
tiempo y de esta forma determinar todas las transiciones existentes.

La construccion de arboles y ramas de transicién es simplificada
a tomar ventaja del cambio invariante, esto es, existen estados glob-
ales que se diferencian sélo por una rotacién dentro de los anillos; tal
rotaciéon equivalente debe tener pre-imagenes equivalentes girando a
una misma posicion y esto debe ocupar posiciones equivalentes dentro
del mismo basin o algin otro basin equivalente. Si las pre-imagenes de
sus rotaciones equivalentes son conocidas y su extension es el arbol de
transiciones total (o ramas de transicién), no necesita ser recalculado.
Si la rotaciéon de los estados equivalentes corresponden a basins sepa-
rados, los basins deben ser equivalentes como se ilustra a continuacion:

Ahora bien, analizemos el caso en el cual el autémata a analizar sea
reversible, un autémata es reversible cuando sus configuraciones tienen
uno y sélo un ancestro en el tiempo t-i, donde la funcién de transicion
original tiene su regla inversa que describe su comportamiento evolu-
cionando hacia atréas en el tiempo y este comportamiento es totalmente
descifrado por la regla inversa. Dentro de los campos de atraccion es
facil determinar cuando un autémata es reversible, pues dentro de un
basin o componente no existiran arboles, ni ramas y por consecuencia
la inexistencia absoluta de configuraciones Jardin del Edén. De esta
manera obtendremos tinicamente ciclos de atraccién donde la masa to-
tal del arbol va a ser igual en todo momento a la longitud del ciclo.
La masa de un arbol indica el numero total de estados globales que
pertenecen al componente en estudio.
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ComponentO - rootcycle length 1, total mass 256

Arboles
Equivalentes

Figura 27: Un basin regla 90, L = 10, ilustrando arboles equivalentes
asl como ramas equivalentes y todo el basin a su vez puede formar
parte de un conjunto de basins o componentes equivalentes (este no es
el caso). Esto nos lleva a obtener una simetria dentro del basin que
mostrado en el diagrama de espacio-tiempo nos indicaria los diferentes
corrimientos de los estados globales, empezando desde un nodo arbi-
trario. En este caso el patrén constante que vemos en el diagrama de
espacio-tiempo nos indica que llegd a un ciclo atractor de longitud uno.
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Figura 28: Autémata celular (4,h), regla FF55AA00 reversible, aqui
se muestra de manera muy clara que dado cualquier anillo de longi-
tud L mayor o igual a 2siempre obtendremos ciclos tractores mayores
igual que 1. Desde un punto de vista general, se observa que se puede
descifrar el comportamiento del autéomata hacia atras en el tiempo a
través de los componentes, esto es, uno puede seleccionar un estado
global inicial aleatorio y encontrar su pre-imagen en un tiempo-paso e
iterar hacia atrds hasta un tiempo t-i y de esta manera decifrar el com-
portamiento del autémata totalmente. Los nimeros de los nodos en el
componente indican la notacion equivalente en decimal de la suma de
todas las células que forman cada uno de los estados globales o anillos.
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Se puede proponer en estos momentos el estudio de los componentes
como una poderosa herramienta méas para describir el comportamiento
de los autématas en forma global, ademas de inducir un cierto grado
de reversibilidad dentro de los autématas sobreyectivos, es decir, que a
través de una cuantificacion, se pueden decifrar configuraciones hacia
atras en el tiempo desde un estado global dado. Esto es, evitando los
miultiples ancestros; dentro de los componentes se puede apreciar como
el nimero de pre-imagenes en un estado global, quiere decir que para
un nodo dado debemos tener a los mas una sola pre-imagen. Los com-
ponentes también pueden decifrar en un momento dado la complejidad
del autéomata, mostrada en los campos de atraccion.
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Figura 29: En este autémata (4,h) regla FA9098C2, ciclo atractor = 6;
podemos observar la inestabilidad de los estados globales a través de
todas las transiciones existentes y es laborioso descifrar tales compor-
tamientos.
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Figura 30: Autémata (2,1), regla 30, L = 10, altura méxima = 46.

Podemos concluir que para un autémata arbitrario, los componentes
con anillos pequenos muestran un comportamiento no tan trivial para
autématas no-reversibles, pero si incrementamos el tamano de los anil-
los, el comportamiento del componente muestra una cierto patrén no
tan evidente en configuraciones globales pequenas y podremos de esta
forma tratar de describir el patréon del autémata. Esto es, para un
autémata (2,1) sobreyectivo, tal como la regla 30; encontramos que
para sus estados globales cada vez mas grandes en un tiempo t también
lo sificientemente grande; un basin con arboles de altura considerable,
consecuentemente para poder obtener el ciclo atractor sera cada vez
mas dificil de calcular. Sin embargo, con esto podremos darnos cuenta
que para una configuracién global dada (en este caso de la regla 30),
siempre obtendremos la misma configuracion cada vez que incremente-
mos el tamano de los anillos sobre todo el basin, es decir en todos los
arboles.
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Sobreyectivo Inyectivo Biyectivo
Figura 51: Diterentes tipos de mapeos.

4 Reversibilidad en Automatas Celulares
en una Dimension

4.1 Autématas Celulares y Reversibilidad.

Un sistema se dice reversible si en cada etapa del mismo uno puede
conocer y ser capaz de regresar a la etapa anterior, este concepto tiene
aplicaciones inmediatas dentro de la computacion ya sea en la creacién
de sistemas encriptadores de datos o en la codificacién de informacién
para su almacenado en dispositivos fisicos.

Un ACL se dice reversible si para cada configuracion global ex-
iste un tnico ancestro capaz de generarla; en realidad podemos decir
que por si misma la regla de evolucién nunca define un mapeo local
reversible pues siempre existe un desequilibrio entre el niimero total de
vecindades posibles y el nimero de estados del ACL, es decir, en la
regla de evolucién de un ACL(k,r) existen kz2r +1) vecindades difer-
entes que generan k estados, sin embargo este mapeo puede ser tal que
induzca un mapeo global el cual si pueda ser reversible.

El punto interesante al hablar de ACL reversibles es que la regla
de evolucion del mismo, que es de influencia local, genera un compor-
tamiento global del sistema el cual tiene la cualidad de preservar la
informacion del mismo sin disiparla, por lo que un estado global en el
tiempo t solo tiene un unico estado global ancestro en el tiempo t-1
y a su vez es el inico que pueda evolucionar en el estado global del
tiempo t+1, sin importar el tamano que tenga el anillo de células del
estado global.

Dado que estamos hablando de mapeos, podemos decir que un ACL
reversible define un mapeo global que es sobreyectivo dado que cada
estado global tiene al menos un ancestro y a la vez es inyectivo pues
cada estado global tiene a lo mas un ancestro; es decir se define un
mapeo global biyectivo entre estados globales.
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Figura 32: ACL(4,h) regla TE186F90.

4.2 Multiplicidad Uniforme e Indices de Welch

Los trabajos de [2] y [7] definen que un ACL es sobreyectivo si cada
posible cadena de estados tiene un niimero de ancestros igual a k(2r )

(Teorema de Multiplicidad Uniforme).
Tomemos el siguiente ACL(4,h) regla TE186F90.

Como se puede observar en la matriz de evolucion cada estado
aparece el mismo nimero de veces que el resto, siendo este niimero
igual a k(2r ) o al nimero de nodos en el diagrama de de Bruijn;
formemos ahora los ancestros de las cadenas 0, 01, 013 y 0132.

La figura ilustra que estas cadenas tienen el mismo nimero de an-
cestros cada una, lo que continua sucediendo no importa cuanto crezca
la cadena en longitud (Teorema 5.2 en [2]); si ésto sucede para toda
cadena posible de estados, entonces se define un mapeo global sobreyec-
tivo, es decir, el automata carece de Jardin del Edén.

Para saber que el niimero de ancestros es igual a k(2r ) o al nimero
de nodos en el diagrama de de Bruijn, tomemos del ejemplo anterior los
ancestros de la cadena 01, utilizemos éstos para formar nuevas cadenas
que evolucionan en una secuencia constituida por los estados 01X01
en donde X es el conjunto de secuencias de estados de tamano 2r.

Si el nimero de ancestros es a, entonces la nueva cadena 01X01
tendrd a2 de posibles antecesores; ahora bien, como se mostré ante-
riormente toda secuencia en un mapeo sobreyectivo tiene a posibles
ancestros lo que también ocurre para cada posible secuencia

y debido a que existen kZZr ) diferentes tipos de esta secuencia,
tenemos que del mismo modo el nimero de posibles ancestros de la
secuencia 01X01 estd dado por ak(2r ).
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Tamano ddx] = 2r

Figura 33: Ancestros de la cadenas 01XO01.
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Figura 34: Los ancestros de cada posible cadena de estados es igual a

k(2r ).

Al final obtenemos que a2 = akz2r ) 6 que a = kz2r ), es decir,
que el nimero de ancestros de cada posible cadena de estados es igual
a kZZr ) 6 al nimero de nodos en el diagrama de de Bruijn (Teorema
5.3 en [2]).

Ahora definamos 3 indices multiplicativos para describir como se
conforma esta multiplicidad, estos son R, M y L (seccién 14 en [2]);
ejemplifiquemos ésto con un autémata (4,h) regla B46363B4.

El indice R enumera el méaximo de extensiones que se le pueden
hacer a una cadena a la derecha las cuales evolucionen en la misma
secuencia.
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Figura 35: Ejemplo del indice R en el autémata (4,h) regla B46363B4.

M=2

L=2, M=2, R=1; LMR=4

Figura 36: Ejemplo del indice M en el autémata (4,h) regla B46363B4.

El indice L cuantifica el maximo de extensiones hacia la izquierda
que puede tener una secuencia y tengan la misma evolucion.

Por ultimo M senala cual es el minimo de secuencias a las que se
les puede hacer dichas extensiones por ambos lados para evolucionar
en una misma cadena.

_ Si estos valores cumplen que el resultado de su producto es igual a
k(2r ), se define entonces un mapeo global sobreyectivo inducido por
la regla de evolucion; una forma en que se puede conocer cuales son
los valores de L y R es haciendo uso de las matrices de conectividad
de cada estado que se obtienen del diagrama de de Bruijn, en donde
la suma de valores de cada renglén muestra el nimero de extensiones
compatibles empezando desde la célula representada por el renglén i

con
0<i<k (49)

y la suma de valores de cada columna enumera las extensiones com-
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Matriz (00) Matriz (31)
product rmatrix product rmatrix
1 1 1 1 1] 1] 1] 1]
0 0 0 0 0 0 0 0
1] 1] 1] 1] 1] 1] 1] 1]
] ] ] ] 1 1 1 1
Matriz (21) Matriz (10)
product marx ) produet matrix
1] 1] 1] a a ] 1] a
i] i] i] i] 1 1 1 1
1 1 1 1 a ] 1] u}
i] i] i] i] 1} ] ] ]

Figura 37: Multiplicacion de las matrices de conectividad del autémata
(4,h) regla BF6A15CO0.

patibles por la izquierda terminando en la célula representada por la
columna j con

0<j<k (50)

Sin embargo, las matrices de conectividad solo nos muestran por si
solas cuales son los diferentes ancestros para las cadenas de longitud 1,
dado que los valores de L y R se pueden presentar en cadenas de mayor
longitud, debemos buscar un proceso el cual nos permita leer estos
indices para dichas secuencias, ésto se logra haciendo la multiplicacién
de las matrices de conectividad consigo mismas para asi obtener los
posibles ancestros para cadenas de longitud mayor que 1; utilizemos
para ejemplificar ésto un ACL(4,h) regla BF6A15CO0.

Podemos observar que por si solas las matrices de conectividad de-
finen valores de R=3 y L=1 teniendo que R*L=3 que no es igual a
k(2r ) o a algtiin submultiplo del mismo con el cual se pueda deducir un
valor de M tal que LMR = kz2r ); sin embargo, haciendo algunas de
las posibles multiplicaciones de matrices obtenemos otras nuevas ma-
trices de conectividad para secuencias de estados mayores que 1 como
las siguientes:
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Aqui las matrices definen el valor de R=4 y el de L=1; ya que estas
maftrices conservan sus cuatro elementos en multiplicaciones sucesivas,
tenemos que la multiplicidad de este autémata es 4 por lo que estas
matrices definen el valor de M=1 para estas cadenas; sin embargo, en
este caso encontramos matrices las cuales nunca alcanzan esta forma,
por ejemplo:

Si se continua haciendo la multiplicacion de las matrices de conec-
tividad de los estados 2 y 3 alternando, encontraremos que jamas ob-
tendremos un valor de R=4, sin embargo, debemos recordar que los
indices R y L son maximos y M es un minimo, por lo que no es
necesario que todas las matrices de conectividad o sus multiplicaciones
cumplan con estos valores, con que se presenten una vez cumpliendo
que RML = k(2r ) y sean maximos y minimo respectivamente, en-
tonces se define un mapeo global sobreyectivo.

En realidad el uso de los indices L, R y M para detectar los posibles
autéomatas sobreyectivos no es necesario, simplemente se puede obser-
var las matrices de conectividad y las multiplicaciones sucesivas de las
mismas, si llegado un momento estas matrices siguen conservando su
suma de elementos igual a k(2r ) entonces podemos decir que la mul-
tiplicidad uniforme se conserva y el mapeo global es sobreyectivo (es
decir, carece de Jardin del Edén); si tal mapeo en realidad no es so-
breyectivo, rapidamente genera cadenas con mas ancestros que kz2r
) y otras con menos que este valor, lo que se refleja en la suma de
elementos de las matrices de conectividad de dichas cadenas.

No obstante, el uso de los indices es ttil para detectar autématas
reversibles, el proceso se basa en encontrar los valores de L y R; si estos
valores al multiplicarse producen un resultado igual a k(2r ) para la
matriz de conectividad de toda cadena de una longitud dada, se infiere
que M =1 concluyendo que solo existe una célula para la cual es posible
hacer las extensiones L y R que evolucionen en una misma secuencia
y por lo tanto el autémata sea reversible (Seccién 5 en [7]).

Tomemos como ejemplo un autémata(4,h) regla FFA91640 y la ma-
triz de conectividad para la secuencia 01.

En la ilustracién se observa que los ancestros de esta cadena con-
forman indices 1 y 4 para L y R respectivamente, aunque el valor de
M es 3 para esta secuencia en particular; suponiendo que este valor
de M fuera el minimo encontrado significaria que LMR no es igual a
k(2r k(2r ); pero si extendemos la revisién de M para secuencias de
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Matriz (01)

Figura 38: Autémata(4.h) regla FFA91640.

mayor longitud observamos lo siguiente:
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s R Matriz (01)
¢ product metix
1 1 1 1
0 [ 1’ 1' 1, ]] - 0 1] 1] 0
0 0 1] 1] 0
0 0 1] 1] 0

Figura 39: Matriz de conectividad como producto de un producto
cartesiano.

Para que las matrices de conectividad alcancen la forma establecida
en donde los valores de L y R establezcan un mapeo global sobreyec-
tivo, necesitan que sus productos cumplan ser el producto cartesiano
de dos vectores, tales vectores definen los indices de Welch; por otro
lado requieren también que en su diagonal principal aparezca solo un 1,
ya que ésto define un unico ciclo permitido para formar tal secuencia.
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4.3 Indices de Welch y diagramas de Subconjun-
tos y Parejas

Podemos utilizar las herramientas graficas que describen el compor-
tamiento de un automata para conocer los valores de estos indices; por
medio del diagrama de subconjuntos podemos conocer los valores de R
observando hasta que nivel llegan las rutas empezando desde las clases
unitarias sin salir del mismo y sin que existan ciclos intermedios que
impidan a las rutas llegar a este nivel.

Para conocer el indice L uno puede reflejar la regla de evolucién orig-
inal, es decir, trasponer el orden en que estan formadas las vecindades
conservando su evolucién; de esta manera la nueva regla de evolucién
tendra las extensiones compatibles por la izquierda de la regla original
como extensiones por la derecha y de este modo el valor de L puede
obtenerse directamente del diagrama de subconjuntos como se obtuvo
R en la regla original, cumpliendo también que cada ruta empezando
desde las clases unitarias lleguen a un nivel y no salgan del mismo, sin
que existan ciclos intermedios que impidan alcanzar este nivel.
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Figura 40: Valor del indice L observado en el diagrama de subconjuntos
de la regla reflejada.

Dada la naturaleza del diagrama de parejas que permite identificar
secuencias originadas por varios ancestros distintos, resulta una her-
ramienta directa para detectar cuando un autémata es reversible; si no
existen ciclos més que en la diagonal principal del diagrama (que es el
diagrama de de Bruijn original) entonces el mapeo global inducido por
la regla de evolucién es reversible.
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Diagrama de Welchderecho

Diagrama de Welchizquierdo

Figura 41: Diagramas de Welch del autémata (4,h) regla F5A0F5A0.

Podemos tomar los nodos del nivel maximo a donde llegan las rutas
que empiezan desde las clases unitarias para ambos indices L y R; los
nuevos diagramas que conforman estos nodos con rutas autocontenidas
se denominaran Diagramas de Welch izquierdo o derecho respectiva-
mente, tomemos un autémata (4,h) regla FSAOF5A0 y tomemos sus
diagramas de Welch.

En el trabajo de [7] encontramos que un mapeo global sobreyectivo
define un diagrama de de Bruijn en donde cada estado forma arboles
con raiz en los ciclos, sin impedir que existan ligas sueltas, pero en el
diagrama de Welch cada ruta forma un arbol con raiz en un ciclo pode-
mos utilizar estos diagramas para obtener la regla inversa a la original;
en primera la ruta con el nimero mayor de niveles define el tamano de
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vecindad minimo de la regla inversa, una vez que sabemos el largo de la
vecindad a buscar, busquemos en el diagrama de Welch derecho cada
posible secuencia del mismo largo tomando el nodo intermedio que sea
comun a cada ruta; por otra parte busquemos del diagrama de Welch
izquierdo la misma ruta pero en orden inverso ya que este diagrama se
obtuvo de la regla reflejada y guardemos también el nodo intermedio
comun a la misma ruta, ya que tenemos estos dos nodos tomemos el
elemento en comun en ambos nodos, este estado sera el que defina en
que evoluciona la regla inversa para dicha vecindad; por ejemplo, de
los diagramas anteriores vemos que el largo maximo de cada ruta antes
de caer en un ciclo es dos, de este modo tomemos todas las posibles
formas para construir cada secuencia de dos estados, mostremos ésto
para la secuencia de ligas 02, en el diagrama de Welch por la derecha
el nodo intermedio comin a cada posible modo de formar tal secuencia
es 3 (estados 0y 1); para el diagrama de Welch izquierdo formemos de
todas las maneras posibles la secuencia 20, encontramos que el nodo
intermedio para cada posible opcién es 5 (estados 0 y 2), por ultimo
tenemos que el estado en comun en ambos nodos es 0 por lo que en
la regla inversa la vecindad 02 evoluciona en 0; haciendo ésto para
cada secuencia posible de longitud dos se construye la regla inversa

EEEE4444.
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Tomando ahora el autémata (4,h) regla F5A0B5EO se observa el
siguiente comportamiento:

En el diagrama derecho de Welch uno observa que la maxima longi-
tud de cualquier ruta para que tenga un mismo nodo medio en comun
es 2 pero en el diagrama izquierdo esta longitud es 3; es decir, la regla
inversa tiene un tamano de vecindad igual a este valor, por ejemplo,
en el diagrama derecho la ruta 02 tiene en comun el nodo medio 12
mientras que en el izquierdo para la ruta 20 estos nodos son 5 y 6,
esta tercia de vértices no tienen un unico elemento en comun y por
lo tanto no se puede definir un mapeo local inverso a la vecindad 02,
pero extendamos mas esta secuencia tomando ahora la cadena 022, en-
contramos que en el diagrama derecho el nodo medio en comin es 12
mientras que en el diagrama izquierdo para la cadena 220 es el nodo 5,
el elemento en comun entre ambos vértices es 2 y se puede establecer
un mapeo local inverso para tal vecindad.

Conforme aumenta el nimero de estados y/o el tamano de vecin-
dad, por supuesto también aumenta la complejidad de los diagramas
de Welch, tomemos el ejemplo de un autémata (6,h) regla
ZWESPTLIOZWESPTLIO el cual es un producto cartesiano de un
autéomata (2,h) regla 10 y un autémata (3,h) regla 19305.
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Diagrama de Welchderecho

Diagrama de Welchizquierdo

Figura 42: Autémata (4,h) regla FSAOB5EOQ y sus diagramas de Welch.
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Diagrama de Welchderecho

Diagrama de Welchizquierdo

Figura 43: Autémata (4,h) regla AFO5FA50 y sus diagramas de Welch.
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Este autémata reversible también tiene como maximo rutas de lon-
gitud 2 en ambos diagramas, por lo que su inversa serd un (6,h) también
y puede ser obtenida de la misma manera que se ha explicado anteri-
ormente.

Qué pasa con los diagramas de Welch en el caso de autématas
no reversibles, para visualizar ésto tomemos un autémata (4,h) regla
AFO05FA50.

Este autémata tiene un mapeo global sobreyectivo mas no reversible,
es decir, carece de Jardin del Edén pero es imposible encontrar un
mapeo local inverso uinico para una secuencia de estados dada, esto se
observa claramente en los diagramas de Welch:

1. La cardinalidad de cada conjunto para el caso de la derecha es
2 y para el caso izquierdo es 1, teniendo que LR=2 el cual es
un submuiltiplo del nimero de nodos del diagrama de de Bruijn,
por lo que el valor de M es diferente de 1 (en este caso 2) y el
autémata no es reversible.

2. No es posible encontrar y fijar un nodo intermedio para cada
posible cadena de estados ya sea en el diagrama derecho o en
el diagrama izquierdo, ni se observa que las rutas convergan en
arboles con una raiz tnica como en el caso de los reversibles, por
ejemplo, si tratamos de encontrar un mapeo local inverso para
la cadena 13 encontramos que para el diagrama derecho ambos
nodos cumplen con ser intermedios para dicha ruta y en el caso
izquierdo los nodos 2 y 8 son los que cumplen; si intersectamos los
elementos comunes en ambos casos encontramos que la secuencia
13 tiene como célula central en su pasado ya sea el estado 1 6
el estado 3, lo que se mantiene para cualquier cadena en este
autémata.

Bibliografia

[1] Martin Gardner, Mathematical Games - The fantastic combina-
tions of John Conway’s new solitaire game Life, Scientific Ameri-
can, October 1970, pp 120-123.

61



2]

Gustav A. Hedlund, Endomorphisms and automorphisms of the
shift dynamaical system, Mathematical Systems Theory 3, pp 320-
375, 1969.

David Hillman, The structure of reversible one-dimensional cellu-
lar automata, Physica D 52, pp 277-292, 1991.

Harold V. MclIntosh, Linear Cellular Automata, Universidad
Auténoma de Puebla, 1990.

Harold V. MclIntosh, Linear Cellular Automata via de Bruijn Di-
agrams, por publicarse.

Harold V. McIntosh, Reversible Cellular Automata, por publicarse.

Masakazu Nasu, Local Maps Inducing Surjective Global Maps of
One Dimensional Tesellation Automata, Mathematical Systems
Theory 11, pp 327-351, 1978.

William Poundstone, The Recursive Universe, William Morrow
and Company Inc., 1985.

Tommaso Toffoli, Norman Margolus, Cellular Automata Ma-
chines, The MIT Press, Cambridge Massachusetts, 1987.

Burton H. Voorhees, Computational Analysis of One Dimensional
Cellular Automata, World Scientific, Sigapore, 1995.

Stephen Wolfram, Universality and Complexity in Cellular Au-
tomata,Physica D10, pp 1-35, 1984.

Andrew Wuensche, Mike Lesser, The Global Dynamics of Cellular
Automata, Santa Fe Institute, 1992.

Lista de Figuras

N}

Vecindad de von Neumann . . . . . .. .. ... .... 4
Vecindad de Moore . . . . . .. ... ... 4
Para cualquier condicién inicial, esta clase evoluciona en

pocas generaciones a un estado uniforme. . . . . . . .. 6

62



10
11
12
13
14
15
16
17
18

19

20
21

22

23

24

25

26

Alcanzan algin estado y todo lo que queda son estados
ciclicos aislados. . . . . . . ... ... ... L.
Mas de la mitad de las reglas de Wolfram muestran este
comportamiento. . . . . . ... L.
Esta es la clase mas estudiada, es generada por reglas en
las cuales el diagrama de de Bruijn contiene ciertos ciclos.
El autémata sigue siendo unidimensional.(No debe pen-
sarse que es en dos dimensiones,el t-ésimo renglén rep-
resenta la configuracién del autémata en el tiempo t.) .
Este automata es llamado cilindrico, ya que su evolucion
puede ser vista como un cilindro. . . .. ... ... ..
Autématas con diversos radios de vecindad . . . . . . .
Ejemplo de una vecindad fraccionaria . . . . . . .. ..
Regla de Wolfram 22 . . . . . . . .. ... ... ... ..
Autémata (2,1) regla 15 la cual es reversible. . . . . . .
Diagrama de de Bruijn asociado a un autémata (2,h)
Diagrama genérico de de Bruijn para un autémata (3,h).
Diagrama genérico de de Bruijn para un autémata (4,h).
Diagrama genérico de de Bruijn para un autémata (8.h).
Diagrama genérico de de Bruijn para un autémata (3,1).
Diagrama de de Bruijn para el autémata (4,h) regla
F5A0F5A0 . . . . . . . o oo
Evolucion de la cadena de estados 0310 observada desde
el diagrama de de Bruijn . . . . . . ... ... ... ..
Diagrama de de Bruijn para el autémata (2,1) regla 51.
Diagrama de Subconjuntos para el autémata (2,1) regla

Diagrama de parejas del autémata (4,h) regla F5A0F5A0.
Diagrama de parejas del autémata (2,1) regla 51.

Anillos con condiciones de limite peridédico, arreglo de
longitud L y vecindades de tamano 3, iterando hasta un
tiempo ti, (k=2,r=1). . . . . ... ... ... ... ..
Diagrama de estado-tiempo, mostrando el comportamiento
(patrén) de los estados globales (anillos) de la regla 30.
Grafica de estado transicién, regla 18, L = 10, basins
= 5, ciclo con periodo = 4, altura maxima = 5 y altura
minima = 0. . . . . . ...

63

7

10
10
12
13

21
22
22
25
26

28
30

34

35

36



27

28

29

30
31
32
33
34

35
36
37

Un basin regla 90, L = 10, ilustrando arboles equiva-
lentes asi como ramas equivalentes y todo el basin a su
vez puede formar parte de un conjunto de basins o com-
ponentes equivalentes (este no es el caso). Esto nos lleva
a obtener una simetria dentro del basin que mostrado
en el diagrama de espacio-tiempo nos indicaria los difer-
entes corrimientos de los estados globales, empezando
desde un nodo arbitrario. En este caso el patrén con-
stante que vemos en el diagrama de espacio-tiempo nos
indica que llegd a un ciclo atractor de longitud uno. . .
Autémata celular (4,h), regla FE55A A00 reversible, aqui
se muestra de manera muy clara que dado cualquier
anillo de longitud L mayor o igual a 2siempre obten-
dremos ciclos tractores mayores igual que 1. Desde un
punto de vista general, se observa que se puede de-
scifrar el comportamiento del autéomata hacia atras en el
tiempo a través de los componentes, esto es, uno puede
seleccionar un estado global inicial aleatorio y encontrar
su pre-imagen en un tiempo-paso e iterar hacia atras
hasta un tiempo t-i y de esta manera decifrar el com-
portamiento del autémata totalmente. Los nimeros de
los nodos en el componente indican la notacion equiv-
alente en decimal de la suma de todas las células que
forman cada uno de los estados globales o anillos.

En este autémata (4,h) regla FA9098C2, ciclo atractor
= 6; podemos observar la inestabilidad de los estados
globales a través de todas las transiciones existentes y
es laborioso descifrar tales comportamientos. . . . . . .

Autémata (2,1), regla 30, L = 10, altura méxima = 46.

Diferentes tipos de mapeos. . . . . ... ... .. ...
ACL(4,h) regla TE186F90. . . . . ... ... ... ..
Ancestros de la cadenas 01X01. . . . . ... ... ...
Los ancestros de cada posible cadena de estados es igual

~

ak(2r). ..

41

42

44
45
46
47
48

48

Ejemplo del indice R en el autémata (4,h) regla B46363B4. 49
Ejemplo del indice M en el autémata (4,h) regla B46363B4. 49

Multiplicacién de las matrices de conectividad del autémata

(4,h) regla BF6A15CO. . . . . . ... ... ... ...

64

50



38
39

40

41
42

43

Autémata(4.h) regla FFA91640. . . . . . . .. ... .. 52
Matriz de conectividad como producto de un producto
cartesiano. . . . . . ... Lo Lo 53
Valor del indice L observado en el diagrama de subcon-
juntos de la regla reflejada. . . . . . .. ... ... .. 55
Diagramas de Welch del autémata (4,h) regla F5A0F5A0. 56
Autémata (4,h) regla FSAOB5SEO y sus diagramas de

Welch. . . . . . . .. 59
Autémata (4,h) regla AFO5FA50 y sus diagramas de
Welch. . . . . . . .. 60

65



